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 . في نيست كا١دهد كه چرا شرط قضيه  مثال نشان مي

 

∑ سري :٥مثال 
∞

= ++1 1
1

n nn
  جمله عمومي سري باشد آنگاهna اگر .گيريم  را در نظر مي

.nn
nn

nn
nn

an −+=
−+
−+

=
++

= 1
1
1

1
1 

  .دهيم ام سري را تشكيل ميnاكنون حاصلجمع جزئي 
1 2 3 1...n n ns a a a a a−= + + + + + 

.( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 2 4 3 ... 1 1ns n n n n= − + − + − + + − − + + − 
1شود كه  به سادگي ديده مي 1ns n= +   و بنابراين−

( )lim lim 1 1nn n
s n

→∞ →∞
= + − = +∞ 

 در اينجا هم توجه كنيد كه . پس سري واگراست
1lim lim 0.
1nn n

a
n n→∞ →∞

= =
+ +

 

 

همگرايي سري  :٦مثال 
1
sin sin sin 2 ... sin ...

n
n nα α α α

∞

=

= + + +  .  را بررسي كنيد∑+

Zkk اگر .حل ∈= ,πα آنگاه sin sin 0n nkα π=   وبنابراين =
.sin sin 2 ... sin 0 0 ... 0 0ns nα α α= + + + = + + + = 

limپس  0nn
s

→∞
 .  است0 و بنابراين سري همگرا به عدد =

Zkkفرض كنيم  ∈≠ ,πα. با استفاده از رابطه مثلثاتي  
( ) ( )2sin sin cos cosα β α β α β= − − +   
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 ٩ 

 داريم
sin sin 2 ... sinns nα α α= + + + 

1 2sin sin 2sin sin 2 ... 2sin sin
2 2 22sin

2

nα α αα α αα
 = + + +  

 

1 3 3 5[(cos cos ) (cos cos ) ...
2 2 2 22sin

2

α α α α
α= − + − + 

2 3 2 1 2 1 2 1(cos cos ) (cos cos )]
2 2 2 2

n n n nα α α α− − − +
+ − + − 

.1 2 1cos cos
2 22sin

2

nα αα
+ = −  

 

2توان نشان داد كه  به سادگي مي 1lim cos
2n

n α
→∞

اين مطلب در مبحث حد توابع ( موجود نيست +

1 پس .)نموديمثابت را  2 1lim lim cos cos
2 22sin

2

nn n

ns α αα→∞ →∞

+ = −  
ست و بنابراين هم موجود ني 

∑سري 
∞

=1
sin

n
nαواگراست  . 

 

  سري هندسي ٢.  ٨
2 (1)     سري به شكل:تعريف 1... ...na ar ar ar −+ + + + . نامند  ميسري هندسيرا يك   +

a و جمله اول r 0 معمولاً فرض بر اين است كه .شود  ناميده مي(1) سري قدر نسبتa ≠ .
   : را به صورتهاي زير هم نوشت(1)توان سري  مي

.1 1

1 1
,n n

n n
ar a r

∞ ∞
− −

= =
∑ ∑ 

 : تواند مثبت باشد مانند سري زير قدر نسبت مي

1

1 1 11 ... ...
2 2 2n r−

 + + + + = 
 

 

 : في باشد مانند سري زيرتواند من يا مي

( ) 1
1

1 1 1 11 ... 1 ... .
3 9 3 3

n
n r−

−
 − + − + − + = − 
 

 

  سری  امnحاصلجمع جزئي . آوريم  را بدست مي(1)جزئي سري هندسي های اكنون حاصلجمع 
 عبارت است از 

( )2 1... . 2n
ns a ar ar ar −= + + + + 
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 ١٠ 

  خواهيم داشت r در (2)با ضرب طرفين 
( )2 1... . 3n n

nrs ar ar ar ar−= + + + + 
 كنيم  كم مي(2) را از (3)حال 

n
n ns rs a ar− = − 

)يا                                ) ( )1 1 . (4)n
nr s a r− = − 

) بر (4)تقسيم طرفين  فرض شود با r≠1اگر  )r−1داريم  
( ) ( )
1

, 1 . 5
1

n

n

a r
s r

r
−

= ≠
−

 
 

  )حاصلجمع سري هندسي(: ٢قضيه 
  آنگاه سري هندسي ،r>1اگر 

( )2 1... ... 0na ar ar ar a−+ + + + + ≠ 

همگرا بوده و مقدار آن 
1

as
r

=
−

 .  واگراست هندسی آنگاه سريr≤1اگر .  است

lim  ديديم كه ی از فصل اول در مثال.r>1 فرض كنيم .اثبات 0n

n
r

→∞
  و بنابراين=

( )1
lim lim

1 1

n

nn n

a r as
r r→∞ →∞

−
= =

− −
 

1rيعني در حالتي كه    سري هندسي همگرا بوده و مقدار آن،>
2 1 1

1
... ...

1
n n

n

as a ar ar ar a r
r

∞
− −

=

= + + + + + = =
−∑ 

lim آنگاه ،r<1 اگر .است n

n
r

→∞
=  حال .  واگراست(1) و بنابراين سري هندسي ∞

  آنگاه r=1 اگر .r=±1 يعني، r=1فرض كنيم 
1... ... .

nمرتب            ه
n

ns a ar ar a a a na−= + + + = + + + = 
limپس  limnn n

s na
→∞ →∞

= = 1rاگر .  واگراست(1) و بنابراين سری ∞ =   آنگاه −

1 2 3, 0, ,...s a s a a s a= = − = = 

,و به طور كلي 
0,n
a n

s
n


= 


lim. پس.  nn

s
→∞

 .  واگراست(1)ي  وجود نداشته و لذا سري هندس

1سري هندسي با جمله اول  (1) :٧مثال 
9

a 1 و قدر نسبت =
3

r =: 
 زوج
 فرد
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 ١١ 

.
6
1

3
11

9
1

3
1

9
1...

3
1

3
11

9
1...

81
1

27
1

9
1

1
12 =

−
==






 +++=+++ ∑

∞

=
−

n
n 

1 و قدر نسبت a=4سري هندسي با جمله اول  (2)
2

r = −: 

.( )∑
∞

=
−

+

=
+

=
−

=−+−+−
1

1

1

3
8

2
11

4
2
14...

4
1

2
1124

n
n

n

 

 :بيان می کنيمی  را به صورت يک کسر متعارف ...0.3333عدد اعشاري (3)

.3 3 3 30.3333... ... ...
10 100 1000 10n= + + + + + 

3  سری هندسی داريم که درآن  يکپس
10

a .1 و =
10

r  نتيجه ٢ از قضيه لذا r>1 چون =

شود كه سري همگرا و حاصلجمع آن  مي
r

a
−1

  بنابراين. است
3

1100.3333... .1 31
10

= =
−

 

مان كه توپ از هر ز. اندازيم  متري يك سطح صاف به پايين ميa توپي را از فاصله :٨مثال 
 عدد مثبتي rدر آن  بالا می رود که  rh افتاده باشد پس از برخورد با سطح به اندازه hارتفاع 

 .مسافت كل پيموده شده توسط توپ را پيدا كنيد. كوچكتر از يك است
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١ . ٨شکل 

 : با سري زير داده شده است فاصله.حل
.2 32 2 2 ...s a ar ar ar= + + + + 
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 ١٢ 

جملات بعد از جمله اول يك سري هندسي با حاصل جمع 
r

ar
−1

 .دهند  را تشكيل مي2
 بنابراين فاصله مساوي است با

2 1 .
1 1

ar rs a a
r r

+
= + =

− −
 

2 متر باشد و 6 مساوي aبه عنوان مثال اگر 
3

r  با  آنگاه فاصله مورد نظر مساوي است،=

متر .
21
36 3021
3

s
+

= =
−

 

 اگر :٣قضيه 
1

n
n

a
∞

=
 و ∑

1
n

n
b

∞

=
 هاي   آنگاه سري، عدد ثابتي باشدc همگرا بوده و ی دو سر∑

( ) ( )
1 1 1

, ,n n n n n
n n n

a b a b ca
∞ ∞ ∞

= = =

− +∑ ∑ ∑ 

 :نيز همگرايند و داريم

1 1
,n n

n n
ca c a

∞ ∞

= =

=∑ ∑ 

.( )∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

±=±
1 1 1n n n

nnnn baba 

 فرض كنيم .اثبات
1

n
n

s a
∞

=

= 1 و ∑ 2 ...n ns a a a= + + n حال اگر .+ nt cs=تعريف كنيم داريم  

1 2lim lim , ...n n n nn n
t cs cs t ca ca ca

→∞ →∞
= = = + + +. 

∑پس سري 
∞

=1n
nca همگرا به عدد csاست يعني ، 

.
1 1

n n
n n

ca cs c a
∞ ∞

= =

= =∑ ∑ 

1اكنون فرض كنيم  2 ...n nb b bσ = + +  و +
1

n
n

bσ
∞

=

= ∑، 

( ) ( )1 1... ...n n n ns a a b bσ+ = + + + + + 
( ) ( )1 1 ... n na b a b= + + + + 

 و

lim lim lim .n n n nn n n
s s sσ σ σ

→∞ →∞ →∞

 + = + = + 
 

 

)پس سري  )∑
∞

=

+
1n

nn baگرا به عدد  همs σ+است يعني ، 

( )
1 1 1

.n n n n
n n n

a b s a bσ
∞ ∞ ∞

= = =

+ = + = +∑ ∑ ∑ 
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 ١٣ 

 شود كه به همين ترتيب ثابت مي

( )
1 1 1

n n n n
n n n

a b s a bσ
∞ ∞ ∞

= = =

− = − = −∑ ∑ ∑ 

 . و اثبات قضيه تمام است
 

0c فرض كنيم :تبصره شود كه اگر سري   نتيجه مي٣از قضيه .  عدد ثابت دلخواهي باشد≠

∑
∞

=1n
naآنگاه سري ، واگرا باشد ∑

∞

=1n
ncaنيز واگرا است  . 

∑به عنوان مثال سري 
∞

=

++++=
1

...
4
1...

8
1

4
1

4
1

n nn
1 زيرا از ضرب ثابت ، واگراست

4
c  در سري =

∑هارمونيك 
∞

=1

1
n n

 . به دست آمده است،دانيم واگراست  كه مي

 

 سري اگر: ٤قضيه 
1

n
n

a
∞

=
 همگرا و سري ∑

1
n

n
b

∞

=
 ی ها  واگرا باشد آنگاه سري∑

( )
1

n n
n

a b
∞

=

و ∑+
1
( )n n

n
a b

∞

=

 . واگرا هستند∑−

)دهيم كه سري  به عنوان مثال نشان مي .اثبات )∑
∞

=

+
1n

nn baف اثبات به برهان خل.  واگراست

)كنيم كه سري   يعني فرض مي،است )∑
∞

=

+
1n

nn ba همگرا بوده و حاصلجمع آن sهمچنين .  باشد

∑كنيم كه حاصلجمع سري  فرض مي
∞

=1n
na برابر با rتوانيم بنويسيم  مي.  باشد

( )
1 1

n n n n
n n

b a b a
∞ ∞

= =

= + −  ∑  ،٣بر قضيه  پس بنا .∑
1

n
n

b
∞

=
s همگرا بوده و حاصلجمع آن ∑ r− 

 با فرض واگرا بودن ايناما. است
1

n
n

b
∞

=
 بنابراين سري . متناقص است∑

1
( )n n

n
a b

∞

=

 .  واگراست∑+

∑به عنوان مثال سري 
∞

=






 +

1 4
1

4
1

n
nn

∑يرا در بالا ديديم سري  ز، واگراست
∞

=1 4
1

n n
 واگراست و سري 

1

1
4n

n

∞

=
1 يك سري هندسي با ∑ 1

4
r =  سري ٤پس بنا بر قضيه .  كه همگراست>

∑
∞

=






 +

1 4
1

4
1

n
nn

 .واگراست 
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 ١٤ 

هاي   توجه كنيد كه اگر سري: تبصره
1

n
n

a
∞

=
 و∑

1
n

n
b

∞

=
 آنگاه سري ، باشندا واگر هر دو∑

( )∑
∞

=

+
1n

nn ba1به عنوان مثال اگر .  ممكن است همگرا باشد يا نباشد
na

n
1 و =

nb
n

داريم  آنگاه ،=

n
ba nn

2
∑ و سري +=

∞

=1

2
n n

اما اگر .  واگراست
n

a
n

b nn
1,1

+=0 آنگاه =−= nn ba و سري ∑
∞

=1
0

n
 

 . همگراست
 

)سري : توجه )∑
∞

=

+
1n

nn ba و سري حاصلجمع را ( )∑
∞

=

−
1n

nn ba هاي سريتفاضل  را 
1

n
n

a
∞

=
 و ∑

1
n

n
b

∞

=
 . نامند  مي∑

 

1اگر بدانيم كه : ٩مثال  1 1log 2 1 ...
2 3 4e = − + −  نشان دهيد كه سري زير همگرا است و ،+

 :جمع آن را به دست آوريدحاصل

.∑
∞

= ++++1
2222 ...321

1
n n

 

)دانيم كه   مي.حل )( )
6

121...21 222 ++
=+++

nnnn،پس سري بالا چنين است : 

( )( )∑
∞

= ++1 121
6

n nnn
 

)كه در آن  )( )121
6

++
=

nnn
anاست سری جمله عمومي  . 

)دهيم  قرار مي )( ) 121121
6

+
+

+
+=

++ n
C

n
B

n
A

nnn
ABC كه در آن   ثابتهاي مجهولي هستند ,,

 :كنيم طرفين تساوي بالا را در مخرج كسر طرف چپ ضرب مي. كه بايستي آنها را پيدا كنيم
( )( ) ( ) ( )1121216 ++++++= nCnnBnnnA 

61 =⇒−= Bn 
.24

2
1,60 −=⇒−==⇒= CnAn 

پس جمله عمومي به صورت 
12

24
1

66
+

−
+

+=
nnn

anحال اگر به . است n را ,...1,2,3 مقادير 
 نسبت دهيم داريم

3
24

2
6

1
6

1 −+=a 

5
24

3
6

2
6

2 −+=a 
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 ١٥ 

7
24

4
6

3
6

3 −+=a 

4
6 6 24
4 5 9

a = + − 

5
6 6 24
4 6 11

a = + − 
................................ 

 
 اگر با كمي دقت جملات فوق را با هم جمع كنيم خواهيم داشت 

1 2 3 4 5 ...s a a a a a= + + + + + 
1 1 1 16 12 ...
2 3 4 5

 = + − + − + 
 

 

1 1 1 16 12 1 ... 1
2 3 4 5

  = + − − + − + − +    
 

1 1 1 118 12 1 ...
2 3 4 5

 = − − + − + − 
 

 

 و با توجه به توضيح ابتداي مسأله داريم
18 12log 2es = − 

 توان گفت كه سري همگراست و   مي،بنابراين

.2 2 2 2
1

1 18 12log 2
1 2 3 ... e

n
s

n

∞

=

= = −
+ + + +∑ 

2نشان دهيد كه سري : ١٠مثال 
1

1
1n

arctg
n n

∞

= +  همگراست و حاصلجمع آن را به دست ∑+

 . آوريد

 جمله عمومي سري .حل
( )
1

1 1na arctg
n n

=
+ +

)زيرا( است  )2( 1 1 1n n n n+ + = + +. 

آوريم و براي اين منظور اگر قرار دهيم   را به صورت تفاضل دو قوس در ميnaاكنون جمله عمومي 

n
tg

n
tg 1,

1
1

=
+

= αβ ،آنگاه با استفاده از روابط مثلثاتي داريم 

( ) ( )11
1

1
1.11
1

11

.1 ++
=

+
+

+
−

=
+

−
=−

nn
nn

nn
tgtg

tgtgtg
βα
βαβα 

و بنابراين 
( )
1

1 1
arc tg

n n
α β− =

+ +
1arctg از طرفي .

n
α 1و =

1
arc tg

n
β =

+
 لذا .

1 1
1na arc tg arctg

n n
= −

+
 نويسيم  ام سري را ميn حاصلجمع جزئي .

1 2 1...n n ns a a a a−= + + + + = 
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 ١٦ 

1 1 11 ...
2 2 3

arc tg arctg arctg arctg   − + − + +   
   

 

1 1 1 1
1 1

arc tg arc tg arctg arctg
n n n n

   − + −   − +   
 

11و يا 
1ns arc tg arctg

n
= −

+
  بنابراين.

1lim lim 1
1nn n

s s arctg arctg
n→∞ →∞

 = = − + 
 

1 0 0 .
4 4

arc tg arctg π π
= − = − = 

  بوده و داريم سري فوق همگردر نتيجه

2
1

1 .
1 4n

arc tg
n n

π∞

=

=
+ +∑ 

  : همگرايي سري زير را بررسي كنيد:١١مثال 

....
13

1
13

1
12

1
12

1
+

+
−

−
+

+
−

−
 

 داريم ، نشان دهيم2ns جمله اول سري را با n2 اگر حاصلجمع .حل
 

2
1 1 1 1 ...

2 1 2 1 3 1 3 1ns   = − + − +  − + − +   
 

1 1 1 1 .
1 1 1 1 1 1n n n n

   + − + −   − + + − + +   
 

 گرفته و بدست می آوريمحال در هر پرانتز مخرج مشترك 

.2
2 2 2 2 1 1 1... 2 1 ...

2 1 3 1 1 2 1ns
n n n n

 = + + + + = + + + + − − − − 
 

توان حاصلجمع جزئي بزرگتر از هر عدد مثبت  ديديم كه چگونه مي، سري همساز ،  ٤اما در مثال 

∑ پيدا كرد و نشان داديم كه سري  رادلخواه
∞

=1

1
n n

  پس. واگراست

2
1 1lim lim 2 1 ...
2nn n

s
n→+∞ →+∞

 
 = + + + = +∞
 
 

 

 . و بنابراين سري مفروض واگراست

2 همگرايي سري :١٢مثال 
2

2
1

5 1( )
4 2

n

n

n n
n n

∞

=

+ +
+  . را بررسي كنيد∑+

2 اگر  .حل
2

2

5 1( )
4 2

n
n

n na
n n

+ +
=

+ +
 توانيم بنويسيم  مي، بگيريم
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 ١٧ 

.( ) 2 2
2

2 2

4 2 1 1( ) (1 )
4 2 4 2

n n
n

n n n na
n n n n

+ + + − −
= = +

+ + + +
 

1 داريم n≤2براي 
24

11 2 >
++

−
+

nn
n   21و بنابراينlim lim (1 ) 1

4 2
n

n nn n

na
n n→+∞ →+∞

−
= + ≥

+ +
. 

limپس  0nn
a

→+∞
 .  مورد نظر واگراست،شود سري  گرفته مي١اي كه از قضيه   و بنابر نتيجه≠

 

 : همگرايي سريهاي زير را بررسي كنيد:١٣مثال 

( )2 1 1 1 1 ... 1
3 3 6 12 24

+ + + + + 

( )1 1 1 1 ... 2
11 12 13 14

+ + + + 

( )1 2 3 4 ... 3
2 5 8 11

+ + + + 

( )0.6 0.51 0.501 0.5001 ... 4+ + + +. 

2اين يك سري هندسي با جمله اول  (1) :حل
3

a 1 و قدر نسبت =
2

r  بنابراين سري . است=
 همگراست و حاصلجمع آن عبارت است از 

.
2

43
11 31
2

as
r

= = =
− −

 

حال . اين سري از روي سري همساز با حذف ده جمله اول در سري همساز بدست آمده است (2)
 باشد σ زيرا اگر اين سري همگرا بوده و مقدار آن .توان گفت كه اين سري واگراست مي

1آنگاه 11 ...
2 10

s σ= + + +  اين با واگرا بودن سري همساز  حاصلجمع سري همساز خواهد شد و+
 . بنابراين سري مفروض واگراست. متناقص است

 جمله عمومي سري (3)
13 −

=
n
nanچون.  است  

1 1lim lim lim 13 1 33
nn n n

na
n

n
→∞ →∞ →∞

= = =
− −

 

limيعني  0nn
a

→∞
 .  سري واگراست١ پس بنابر قضيه ≠

)در اينجا جمله عمومي به صورت  (4) )0.5 0.1 n
na = lim است و از آنجايي كه + 0.5 0nn

a
→∞

= ≠ 

 .پس سري واگراست
 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
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 ١٨ 

 هاي مقايسه و انتگرال  هاي نامنفي، ملاك سري  ٣ . ٨ 
 سري نامتناهي 

∑
∞

=

++++=
1

21 ......
n

nn aaaa 

 باشند، يعني، هرگاه به ازاي هر شود هرگاه تمامي جملاتش نامنفي  ناميده ميسري نامنفييك 

,...2,1,0 =≥ nan. 1 هر حاصلجمع جزئي 2s ...n na a a= + + ∑ از سري نامنفي +
∞

=1n
na مجموع يك 

}به علاوه . تعداد متناهي از اعداد نامنفي است، و بنابراين خود عددي نامنفي است }sn يك دنباله 
 زيرا  ي است، صعود

( )1 2 1 2 1 1s ... ... s 1,2,... .n n n n na a a a a a a n+ += + + + ≤ + + + + = = 
 .هاي نامنفي اهميتي اساسي دارد شود، كه در مطالعه سري ملاحظات فوق منجر به گزاره زير مي

 

 )هاي نامنفي معيار همگرايي براي سري: (٥قضيه 
∑سري نامنفي 

∞

=1n
na است هرگاه دنباله همگر{ }snجزئي آن داراي يك كران  های مع از حاصلج 

0cبالا باشد، يعني هرگاه عددي مانند   ،n وجود داشته باشد به طوري كه به ازاي هر <
1 2s ... .n na a a c= + + + ≤ 

 .استواگراگر چنين عددي وجود نداشته باشد، سري 

} اگر .اثبات }snراي يك كران بالا باشد، آنگاه  دا{ }snاما در . اي صعودي و كراندار است  دنباله

} در فصل اول، دنباله ٥اين صورت، بنابر قضيه  }sn و لذا سري ∑
∞

=1n
naاز طرف ديگر، .  همگراست

}اگر  }snنباشد، آنگاه  از بالا كراندار sn 0 از هر عدد مفروضc  براي مقادير بقدر كافي بزرگ ،<
nگردد، به طوري كه  ، بزرگتر ميsn → }در اين حالت . n→∞ وقتي ∞ }sn و بنابراين  واگراست

∑سري 
∞

=1n
naنيز واگرا است . 

 

1 عدد اعشاري نامختوم :١٤مثال  20. ... ...nc c c كه در آن براي هر ،n ،0 9nc≤ ، شكل ≥
 خلاصه شده سري نامتناهي 

  (1)     1 2
2

1
... ...

10 10 10 10
n n
n n

n

c c c c∞

=

= + + + +∑ 

نشان دهيد كه هر سري به اين شكل همگرا است، همانطور كه به طور تلويحي اين موضوع را . است
 .ميا پذيرفته
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 ١٩ 

 همگرا است به شرط آنكه بتوانيم نشان ،٥  بنابرقضيهبنابراين ، نامنفي است، و(1) سري .حل
}دهيم دنباله  }snاما اين مطلب درست است، . هاي جزئي آن داراي يك كران بالاست ع از حاصلجم
 nزيرا براي هر 

1 2
2 2

9 9 9s ... ...
10 10 10 10 10 10

n
n n n

c c c
= + + + ≤ + + + 

1
11

9 1 1 9 1101 ... 1 1.110 10 10 10 101
10

n

n n−
 −       = + + + = = − <    

      −
 

يم، دبدست آور ١ . ٨هاي مشخصي، در  هاي سري مععليرغم توفيقي كه براي يافتن مقدار حاصلج
شايد غير ممكن باشد كه بتوانيم مقدار دقيق حاصلجمع يك سري معمولاً اين كار بسيار مشكل و 

خوشبختانه در بسياري از موارد  تنها اطلاع از همگرايي يك سري براي ما . همگرا را بدست آوريم
هايي  بنابراين هدف اوليه ما توسعه ملاك. كند و نيازي به يافتن مقدار دقيق آن نيست كفايت مي

با استفاده از قضيه  . ورد همگرايي يا واگرايي يك سري تصميم بگيريمدهد در م است كه اجازه مي
 .نمايد سازيم كه در آن همگرايي يك سري، همگرايي سري ديگري را مشخص مي ، ملاكي مي٥
 

  فرض كنيم):ملاك مقايسه (٦قضيه 
1

n
n

a
∞

=
و ∑

1
n

n
b

∞

=
 سري نامنفي باشند به و د∑

nn هاي بقدر كافي بزرگ،  nكه براي طوري  ba   در اين صورت .≥

( )i اگر ∑
∞

=1n
nb همگرا باشد آنگاه ∑

∞

=1n
naنيز همگراست؛  

( )ii اگر ∑
∞

=1n
naاشد آنگاه  واگرا ب∑

∞

=1n
nbواگراستنيز . 

nnتوانيم فرض كنيم كه نامساوي   مي.اثبات ba زيرا بسادگي ديده .  برقرار استn براي هر ≥
شود كه دو سري كه تنها در يك تعداد متناهي از جملات با هم اختلاف دارند يا هر دو همگرا  مي

 هاي  ام سريnهاي جزئي  فرض كنيم حاصلجمع. ستند و يا هر دو واگراه
1

n
n

a
∞

=
و ∑

1
n

n
b

∞

=
 به  ∑

sn,ترتيب  ntدر اين صورت به ازاي هر . دن باشn، 
.1 2 1 2s ... ...n n n na a a b b b t= + + + ≤ + + + = 

∑اگر 
∞

=1n
nb همگرا به حاصلجمع T باشد آنگاه به ازاي هر n ،Ttn sn و بنابراين، چون ≥ nt≤ ،

snداريم  T≤ . شود كه   نتيجه مي٥از قضيه∑
∞

=1n
naبه دليل مشابه اگر .  نيز همگراست∑

∞

=1n
na واگرا 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٢٠ 

∑آنگاه  باشد،
∞

=1n
nbهمگرايي ، نيز واگراست، زيرا، همانطور كه در بالا نشان داده شد ∑

∞

=1n
nb ،

∑همگرايي 
∞

=1n
naستدهد و بدين ترتيب اثبات تمام ا  را نتيجه مي. 

 

 براي دو سري مفروض 
1

n
n

a
∞

=
و ∑

1
n

n
b

∞

=
∑گوييم  ، مي∑

∞

=1n
nb غالب بر ∑

∞

=1n
na سري ( است∑

∞

=1n
na 

∑ مغلوب
∞

=1n
nbدر صورتي كه براي مقادير بقدر كافي بزرگ )  استn داشته باشيم nn ab لذا . ≤

، سري مغلوب يك سري همگرا خودش نيز همگراست، درحالي كه سري غالب بر يك ٦بنابر قضيه 
هاي مورد بحث  در اينجا، مانند هر جاي ديگر در اين بخش، سري. ش هم واگراستدسري واگرا خو

 .اند نامنفي فرض شده

 :هاي زير را بررسي كنيد ايي سري همگر:١٥مثال 

( )i
nn

∑
∞

=0 !
1    ( )ii

nn
p∑

∞

=1

1p كه در آن 1 <. 

) .حل )i سري  

(2)    ...
!

1...
!3

1
!2

111
!

1
0

++++++=∑
∞

= nnn
 

0!1بنابر قرارداد (  مغلوب سري ) =

(3)             ...
2
1...

2
1

2
111 2 ++++++ n 

nnكنيم كه هر چند نامساوي  براي تأييد اين موضوع، ملاحظه مي. است  n=3,2,1,0 براي <!2
 از (2)ه بعد هر جمله در سري  درست است، لذا از جمله پنجم بn≤4باشد اما براي هر  برقرار نمي

 همگراست، زيرا از جمله دوم به بعد يك (3)اما سري .  كمتر است(3)جمله نظيرش در سري 

 و قدر نسبت a=1سري هندسي با جمله اول 
2
1

=q)  2و لذا حاصلجمع

2
11

1
1

=
−

=
− q
a (  است

 نيز همگراست، و (2)لذا، بنابر ملاك مقايسه، سري . باشد  مي3حاصلجمع دارای و در حقيقت 
 . است eاهيم داد حاصلجمع آن برابر با وهمانطور كه بعداً نشان خ

( )ii  فرض كنيمp 1در اين صورت، چون .  باشد1 عددي كوچكتر از 1p  n≤2 براي xnو =
  داريم  است،xتابعي صعودي از 

 ( )1,2,... ,pn n n≤ = 
 يا معادل با آن 

( )1 1 1, 2,... .p n
n n

≤ = 
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 ٢١ 

1pبنابراين، اگر    آنگاه سري >

1

1 1 1 11 ... ...,
2 3p p p p

n n n

∞

=

= + + + + +∑ 

 )هارمونيك(شود، غالب بر سري همساز   ناميده ميp -سريكه 

...1...
3
1

2
111

1
+++++=∑

∞

= nnn
 

1p واگراست هرگاه p -سري، در حقيقت. باشد ، واگرا مي٦با توجه به قضيه است و بنابراين،  ≤ ، 
1pزيرا برای   p - سريدر آتيه نشان خواهيم داد که .  همساز تبديل می گرددسری به =

1pهمگراست هرگاه  >. 
 .توان حتي ملاك مقايسه مفيدتر زير را نتيجه گرفت  مي٦از قضيه 

 

∑ فرض كنيم :)ملاك مقايسه حدي(٧قضيه 
∞

=1n
na و ∑

∞

=1n
nb دو سري با جملات 

 مثبت باشند به طوري كه 

   (4)    lim ,n
n

n

a L
b→∞

= 

∑در اين صورت همگرايي .  مجاز استL=∞كه در آن حالت 
∞

=1n
nb همگرايي ∑

∞

=1n
na را نتيجه 

≥>∞دهد هرگاه  مي L0، در حاليكه واگرايي ∑
∞

=1n
nb واگرايي ∑

∞

=1n
naدهد هر گاه   نتيجه مي را

0>L يا ∞=L . به ويژه، اگرL عدد مثبتي باشد دو سري ∑
∞

=1n
na و ∑

∞

=1n
nb يا هر دو همگرا و يا 

 .هر دو واگرا هستند

nn چون .اثبات ab مثبت هستند، خارج قسمت  ,
n

n

b
a و وارون آن 

n

n

a
b به ازاي هر n تعريف 

≥>∞ با شرط (4)فرض كنيم . اند شده L0 بديهي است كه ( برقرار باشدLند منفي توا  نمي
  وجود دارد به طوري كه به ازاي N عددي طبيعي مانند ε<0 به ازاي هر  ،صورت در اين). باشد
Nnهر  > ، 

,ε+< L
b
a

n

n 

 يا به عبارت معادل، 
( ) .nn bLa ε+< 

∑اگر 
∞

=1n
nb همگرا باشد آنگاه سري نامنفي ( ) n

n
bL∑

∞

=

+
1

ε، كه از ضرب جملات ∑
∞

=1n
nb در عامل 

∑آيد، نيز همگراست و در اين صورت همگرايي   بدست ميε+Lمثبت 
∞

=1n
na نتيجه ٦ از قضيه 
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 ٢٢ 

∑ اگراز طرف ديگر،. شود مي
∞

=1n
nb 0واگرا بوده و>L يا ∞=Lوارون، آنگاه به دليل آنكه كسر 

n

n

a
b 

∑ ، سري)L=∞ است هرگاه 0مساوي با (كند   به حدي نامنفي ميل ميn→∞وقتي 
∞

=1n
na نيز 

∑صورت، همانطور كه در بالا نشان داده شد،  واگراست، زيرا در غير اين
∞

=1n
nb بايستي همگرا باشد 

 .كه متناقص با فرض است
 

 :هاي زير را بررسي نمائيد  همگرايي سري:١٦مثال 

( )i
nn

∑
∞

=1
2

1    ( )ii
nn

∑
∞

=






 +

1

11ln  ( )
3

1

2
n

n iii
n n

∞

=

+

+
∑ 

( )iv
nn

n
n
∑

∞

= +

+

1
26

12. 

). حل )i 2 فرض كنيم
1
n

an  و سري=
( )1 1

1
1n

n n
b

n n

∞ ∞

= =

=
+∑ ابتدا نشان .  را در نظر می گيريم∑

می دهيم که سری 
( )1

1
1n n n

∞

=  ه سادگی ديده ب.  همگراست و حاصلجمع آن را پيدا می کنيم∑+

 می شود که

.( )∑ ∑
∞

=

∞

=








+
−=

+1 1 1
11

1
1

n n nnnn
 

  ام اين سري برابر است با nحاصلجمع جزئي 
1 1 1 1 1 1 1 1 1s 1 ...
2 2 3 3 4 1 1n n n n n

         = − + − + − + + − + −         − +         
 

1 1 1 1 1 1 1 11 ... 1 .
2 2 3 3 1 1n n n n

     = + − + + − + + + − + − = −      + +     
 

 بنابراين 
1lim s lim 1 1,

1nn n n→∞ →∞

 = − = + 
 

 .  است1شود سري مفروض همگرا بوده و حاصلجمع آن مساوي  كه از آن نتيجه مي

∑سري  ∑
∞

=

∞

=

=
1 1

2
1

n n
n n

aسري p 2p براي −  اكنون داريم .  است=

.
( )

( )2

2

1
1 1lim lim lim lim 1 11

1

n
n n n n

n

n na n
b n n

n n
→∞ →∞ →∞ →∞

+  = = = + = 
 

+
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 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٢٣ 

2، سري٧لذا، بنابر قضيه 
1 1

1
n

n n
a

n

∞ ∞

= =

=∑  . نيز همگراست∑

( )iiورت مستقيم نشان می دهيم که سری ابتدا به ص ∑ ∑
∞

=

∞

=






 +=

1 1

11ln
n n

n n
bچون .  واگرا است 

( )
1 1 1

1 1ln 1 ln ln 1 ln ,
n n n

n n n
n n

∞ ∞ ∞

= = =

+ + = = + −     
∑ ∑ ∑ 

  ام مساوي با nحاصلجمع جزئي 
( ) ( ) ( )( )s ln 2 ln1 ln 3 ln 2 ... ln 1 lnn n n= − + − + + + − 

( ) ( )ln 1 ln1 ln 1 .n n= + − = + 
 اما 

( )lim s lim ln 1 ,nn n
n

→∞ →∞
= + = ∞ 

 .و بنابراين سري مفروض واگراست

 اگر حال
1 1

1
n

n n
a

n

∞ ∞

= =

=∑   آنگاه ∑

x

x

n

n
a
b

xn
n

n
n 1

11ln
lim1

11ln
limlim







 +

=






 +

=
∞→∞→∞→

 

( ) ( ) '

0 0 0

1
ln 1ln 1 1lim lim lim

1
u

u u uu

uu u
u u+ + +→ → →

+ +   += = =
′

 

0

1lim 1,
1u u+→

= =
+

 

كه ازتغيير متغير 
x

u 1
 و واگرا ٧بنابراين، با استفاده از قضيه . ايم  و دستور هوپيتال استفاده نموده=

∑ سري گيريم كه بودن سري همساز، نتيجه مي
∞

=






 +

1

11ln
n n

توجه كنيد كه چون .  نيز واگرا است

 نشان داد ٧توان با استفاده از قضيه  در ابتدا به طور مستقيم نشان داديم كه اين سري واگراست، مي
 . كه سري همساز واگراست

( )iii فرض كنيم 
nn

nan
+

+
=

3

 و 2
n

bn
1

  در اين صورت=

2 2

3
3

22

2
2 2lim lim lim lim ,

11 11

n
n n n n

n

na n n n n n
b n n n nn

→∞ →∞ →∞ →∞

+
+ +

= = = = ∞
+   ++ 
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٢٤ 

∑ و چون سري 
∞

=1n
nb گيريم كه سري   نتيجه مي٧ سري همساز و  واگراست، از قضيه∑

∞

=1n
na نيز 

 . واگراست

( )iv فرض كنيم
26

12
nn

nan
+

+
2 و =

1
n

bn  ورت  در اين ص=

( )
3

2

6 2
6

44

1 12 22 1
lim lim lim lim 2,

11 11

n
n n n n

n

nn na n n
b n n n nn

→∞ →∞ →∞ →∞

 + + +  = = = =
+   ++ 

 

 

2و چون سري 
1 1

1
n

n n
b

n

∞ ∞

= =

=∑ )، بنابر ∑ )i گيريم كه سري   نتيجه مي٧، همگراست، لذا از قضيه

∑
∞

=1n
naنيز همگراست . 

 
 نامتناهي دهد كه همگرايي يا واگرايي يك سري  ملاك همگرايي بعدي اغلب به ما اين امكان را مي

 .را از روي همگرايي يا واگرايي انتگرال توسعي وابسته به آن نتيجه بگيريم
 

) فرض كنيم ):ملاك انتگرال (٨قضيه  )xf يك تابع مثبت پيوسته باشد كه بر بازه 
∞<≤ x1،رو فرض كنيم به ازاي ه  نزولي است ( ) ,...2,1, == nnfan .ر اين صورت سري د 

∑
∞

=

++++=
1

21 ......
n

nn aaaa 

 و انتگرال توسعي 
(5) ( ) ( )∫∫ ∞→

∞
=

u

u
dxxfdxxf

11
lim 

 .يا هر دو همگرا و يا هر دو واگرا هستند

) در شكل .اثبات )a مساحت زير منحني ( )xfy =+1 تا x=1 از = nx كمتر از مساحت 
 هاي محيطي است، و بنابراين  كل ناحيه هاشورزده مستطيل
(6) ,( )

1

1 21
... s

n

n nf x dx a a a
+

< + + + =∫ 

∑ ام سري n حاصلجمع جزئي snكه در آن 
∞

=1n
naشكل ديگر در . باشد  مي( )b مساحت زير منحني 

( )xfy nx تا x=1 از = هاي محاطي  ها هاشور زده مستطيل  بيشتر از مساحت كل ناحيه=
 است، لذا اين بار 

(7)   ( )2 3 1
... .

n

na a a f x dx+ + + < ∫ 
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٢٥ 

)در اين صورت چون .  واگرا باشد(5) كنيم انتگرال توسعي فرض )xf مثبت است، واگرايي تنها 
 ∞ به سمت (6)طرف چپ ، n→∞لذا وقتي .  است∞ برابر با (5)بدين معني است كه حد در 

∑ ،كند، يعني  ميل مي∞ نيز به سمت snميل خواهد كرد، و بنابراين طرف راست آن 
∞

=1n
na 

، به (7)در اين صورت، با توجه به .  باشدLرا به حد همگ (5)از طرف ديگر، فرض كنيم. واگراست
 ، nازاي هر 

( )1 2 3 1 11
s ... .

n

n na a a a a f x dx a L= + + + + < + < +∫ 

∑هاي جزئي سري نامنفي  بنابراين حاصلجمع
∞

=1n
na٥پس بنابر قضيه .  داراي يك كران بالاست ،

∑ سري
∞

=1n
naهمگرا بوده و اثبات تمام است . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢  .٨شکل 

 :هاي زير را بررسي كنيد  همگرايي سري:١٧مثال 

( )
1

1
p

n
i

n

∞

=
∑  ( )

2

1
lnn

ii
n n

∞

=
∑    

( )
( )2

2

1
lnn

iii
n n

∞

=
∑ 

( )iv
n
n

n
∑

∞

=1

ln. 

) .حل )i سري  

1

1 1 1 11 ... ...
2 3p p p p

n n n

∞

=

= + + + +∑ 

pسري  1pكنيم كه اين سري به ازاي  ثابت مي.  است− 1p همگرا و به ازاي <  .  واگراست≥
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٢٦ 

1  تغيير داده و تابع پيوستهx را به n در جمله عمومي سري 
px

]آوريم كه بر   را بدست مي ]∞,1 

0pنزولي است هر گاه  1pبراي . توان بكار برد ، لذا ملاك انتگرال را مي< 1 داريم = 1
px x

 و=

11 1
lim lim ln lim ln ,

u u

u u u

dx dx x u
x x

∞

→∞ →∞ →∞
= = = = ∞∫ ∫ 

0در حاليكه براي  1p< 1p يا > > ، 
1 1

11 1
lim lim lim .

1 1 1

p pu u
p pu u u

dx dx x u
x x p p p

− −∞

→∞ →∞ →∞

 1
= = = − − − − 

∫ ∫ 

 شود،  اما بسادگي ثابت مي
1 1 , 11 1lim

1 1
,0 1.

p

u

pu p
p p p

−

→∞

 >   −− =  − −  ∞ < <

 

pال، سريرلذا، بنابر ملاك انتگ 1p همگراست هرگاه − 0 و واگراست هرگاه < 1p< اگر . ≥

 0p 1  امn، آنگاه جمله ≥
pn

p، سري ١ بنابر قضيه ،كند و لذا  ميل نمي0، به n→∞ وقتي  − 
p گيريم كه سري از آنچه گفته شد نتيجه مي. واگراست 1p به ازاي − 1p همگرا و به ازاي < ≤ 
 .واگراست

( )ii سري ∑
∞

=2 ln
1

n nn
وابسته به آن ) ناسره(، بنابر ملاك انتگرال، واگراست، زيرا انتگرال توسعي 

  :واگراست

22 2
lim lim ln(ln ) lim[ln(ln ) ln(ln 2)] .

ln ln
u u

u u u

dx dx x u
x x x x

∞

→∞ →∞ →∞
= = = − = ∞∫ ∫ 

1در اينجا ، چون 
lnn n

1n برای   را برای حد پايين 2 عدد 1 تعريف نشده است، ما بجای =
 .حاصلجمع و حد پايين انتگرال گيری انتخاب نموديم

( )iii سری 
( )2

2

1
lnn n n

∞

=
، بنا بر ملاک انتگرال ، همگراست ، زيرا انتگرال توسعی وابسته به آن ∑

 :همگراست

2 22 2
2

1 1 1 1lim lim lim .
(ln ) (ln ) ln ln 2 ln ln 2

u
u

u u u

dx dx
x x x x x u

∞

→∞ →∞ →∞

   
= = − = − =  

   
∫ ∫ 

( )iv  تابع( )
x
xxf ln

1xاين تابع به ازای . را در نظر می گيريم= . يوسته است نا منفی و پ<

2مشتق تابع عبارت است از 

1 ln( ) xf x
x

−′ ex به ازاي .=  مشتق منفي است و بنابراين تابع <
( )xfيا (به دليل آنكه يك تعداد متناهي از جملات اوليه سري تأثيري در همگرايي .  نزولي است
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 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٢٧ 

∑همگرايي سري توان  آن ندارد مي) واگرايي
∞

=3

ln
n n

nاما در اين وضعيت تابع .  را بررسي نمود
x
xln 

,3]بر بازه   بهر حال . توان از ملاك انتگرال استفاده نمود  نزولي است و مي∞(
( ) u

u

uu

xdx
x
xdx

x
x

1

2

11 2
lnlimlnlimln









== ∫∫ ∞→

∞

∞→
 

( )2ln
lim

2u

u
→∞

= = ∞ 

∑و بنابراين سري 
∞

=1

ln
n n

nواگراست . 

 

  همگرايي مطلق و مشروط  ٤ . ٨
ها  هائي كه تمامي جملات آن هاي نامنفي اختصاص داده شد، يعني سري  سري بخش قبل به بررسي

هائي كه ممكن است هم داراي  گرديم، سري هاي دلخواه باز مي اكنون به مطالعه سري. نامنفي است
 سري.  منفي باشندجملات مثبت و هم داراي جملات

(1)   ∑
∞

=

++++=
1

21 ......
n

nn aaaa 

 شود هرگاه سري وابسته به آن   ناميده ميهمگراي مطلق

( )1......21
1

′++++=∑
∞

=
n

n
n aaaa 

اهميت واقعي همگرايي مطلق در .  هستند، همگرا باشد(1)كه جملاتش قدر مطلق جملات سري 
و در حقيقت به تعداد (هايي است كه توأماً داراي جملات مثبت و منفي هستند   سريبحث با 

، زيرا يك سري همگرا از اين نوع ممكن است همگراي مطلق )نامتناهي جملات مثبت و منفي دارند
 همانطور كه در لحظاتي ديگر خواهيم ديد، هر چند كه يك سري ،به عبارت دقيقتر. باشد يا نباشد
 .تواند همگرا بوده ولي همگراي مطلق نباشد لق بايستي همگرا باشد، اما يك سري ميهمگراي مط

 

 :هاي زير را بررسي كنيد  همگرايي و همگرايي مطلق سري:١٨مثال 

( )i∑
∞

=






−

0 3
2

n

n

  ( ) ( )
1

1

1 n

n
ii

n

−∞

=

−
∑. 

) .حل )i سري هندسي  

(2)          ...
27
8

9
4

3
21

3
2

0
+−+−=






−∑

∞

=n

n
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 ٢٨ 

1همگرا به حاصلجمع  3
2 51
3

=
 − − 
 

2 و a=1در سري هندسي ( است 
3

r = اين ).  قرار دهيد−

 سري همچنين همگراي مطلق است زيرا 

( )2′    
0 0

2 2 2 4 81 ...
3 3 3 9 27

n n

n n

∞ ∞

= =

   − = = + + + +   
   

∑ ∑ 

3 حاصلجمع باسري هندسي ديگري است، اين بار نامنفي، 

3
21

1
=

−
. 

( )ii سري  

(3)  ( ) ...
4
1

3
1

2
111

1

1

+−+−=
−∑

∞

=

−

n

n

n
 

  معروف است، همگراي مطلق نيست زيرا سري همساز متناوبكه به 

( )3′  ( ) 1

1 1

1 1 1 1 11 ...
2 3 4

n

n nn n

−
∞ ∞

= =

−
= = + + + +∑ ∑ 

باشد،   همگراي مطلق نمي(3)سري معمولي همساز است كه البته واگراست، عليرغم اين كه سري 
 .  همگرايي خاصي نشان داده خواهد شد  به كمك ملاك٢٠اين مطلب در مثال . همگراست

هايي  ، سري) توضيح آن پرداختيمدر مثال بالا به همو (همانطور كه در ابتداي اين بخش گفته شد 
همگراي هايي را  يك چنين سري. باشند وجود دارند كه همگرا بوده ولي همگراي مطلق نمي

دهد كه همگرايي يك سري،  هاي همگراي مشروط نشان مي وجود سري. نامند  ميمشروط
 داده شده از طرف ديگر، همانطور كه در قضيه بعد نشان. دهد همگرايي مطلق آن را نتيجه نمي

 . است، يك سري همگراي مطلق، بايستي همگرا باشد
 

∑ فرض كنيم :٩قضيه 
∞

=1n
na يك سري باشد به طوري كه سري ∑

∞

=1n
naدر اين .  همگراست

∑صورت سري 
∞

=1n
naنيز همگراست . 

∑ فرض كنيم سري .اثبات
∞

=1n
naسري . گرا باشد هم 

(4)  ( )∑
∞

=

+
1n

nn aa 

 نا منفي است، به دليل آنكه 
2 2 , 0
0 , 0

n n n
n n

n

a a a
a a

a
 = ≥+ = 

<
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 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٢٩ 

∑ سري مغلوب سري همگراي (4)و به علاوه 
∞

=1
2

n
naنتيجه ) ٦قضيه (لذا از ملاك مقايسه .  است

 اما در اين صورت سري .  نيز همگرا است(4)شود كه سري  مي

( )∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

−+=
1 1 1n n n

nnnn aaaa 

 ).٣قضيه (باشد  نيز همگراست، زيرا تفاضل دو سري همگرا خود يك سري همگرا مي
 

 : هاي زير را بررسي كنيد  همگرايي مطلق سري:١٩مثال 

( )i (5) 1 1 1 1 1 1 11 ...,
2 4 8 16 32 64 128

+ − − + + − − + 

( )ii  (6) 2 2 2 2

sin sin 2 sin 3 sin... ...,
1 2 3

n
n

α α α α
+ + + + + 

 . عدد حقيقي دلخواهي استαكه در آن 

). حل )i سري  

             ...
128

1
64
1

32
1

16
1

8
1

4
1

2
11 +−−++−−+ 

 از روي سري هندسي 

(5 )′      ...
128

1
64
1

32
1

16
1

8
1

4
1

2
11 ++++++++ 

)چون . هاي جملات، با شروع از جمله سوم و چهارم بدست آمده است هاي جفت با تغيير علامت )5′ 
، ٩و بنابراين با توجه به قضيه  همگراي مطلق (5)است سري ) 2با حاصلجمع (يك سري همگرا 

 .همگرا است
( )iiهاي   سري 

(6 )′    2 2 2 2

sin sin 2 sin3 sin... ...
1 2 3

n
n

α α α α
+ + + + + 

 و 

(7)  2 2 2 2
1 1 1 1... ...
1 2 3 n

+ + + + + 
2p با مقدار p- يك سري(7)سري . گيريم را در نظر مي ) ١٧ است و لذا بنابر مثال = )i 
6)جملات سري . همگراست  ٦ بيشتر نيست و لذا بنابر قضيه (7) از جملات نظير در سري ′(

6)سري ) ملاك مقايسه(  همگراي مطلق و بنابراين (6)، سري ٩اكنون بر قضيه .  نيز همگراست′(
 .همگراست
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 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٣٠ 

شود هرگاه جملات آن متناوباً مثبت و منفي باشند، يعني،   ناميده مي متناوبيك سري نامتناهي
 كه هر سري متناوب بديهي است. هاي مختلف باشند هرگاه جملات متوالي آن همواره داراي علامت

 :توان به يكي از دو شكل زير نمايش داد را مي

( )∑
∞

=

− +−+−=−
1

4321
1 ...1

n
n

n aaaaa 

( )∑
∞

=

−+−+−=−
1

4321 ...,1
n

n
n aaaaa 

2كه در آن اعداد  1..., ,..., ,na a aها  اين شكلدر اولين توجه كنيد كه .  همگي مثبت هستند
)توانستيم  مي ) n

n a11 ) را بجاي −+ ) n
n a11  . بكار بريم−−

 
 

 . شود، داريم  نسبت داده ميزهاي متناوب ملاك همگرايي مهم زير را كه به لايبنيت براي سري
 

} اگر ):هاي متناوب  براي سريزنيتبملاك لاي (١٠قضيه  }naاي   دنباله
 اكيداً نزولي با جملات مثبت باشد به طوري كه 

(8)        lim 0,nn
a

→∞
= 

 آنگاه سري متناوب 
(9) ( ) ...1... 1

4321 +−++−+− −
n

n aaaaa 
 . همگراست

 ، باعث واگرايي سري1 ضروري است، زيرا عدم برقراري آن، بنابر قضيه (8)شرط . اثبات
در اين صورت حاصلجمع جزئي با . ام سري باشدn حاصلجمع جزئي snفرض كنيم . شود  مي(9)

 توان به شكل  انديس زوج را مي
( ) ( ) ( )2 1 2 3 4 2 1 2s ...k k ka a a a a a−= − + − + + − 
<+1نوشت كه در آن طرف راست حاصلجمع مثبت است، به دليل آنكه  nn aa و بنابراين به ازاي هر 

n ،01 >− +nn aa.هاي با انديس زوج همگي مثبت بوده و دنباله اكيداً صعودي   لذا حاصلجمع
2 4 2s ,s ,..., s ,...kزيرا  باشد، اين دنباله كراندار هم مي. دهند  را تشكيل مي  

( ) ( )2 1 2 3 2 2 2 1 2 1s ...k k k ka a a a a a a− −= − − − − − − < 
2 كم شده اعداد( 2 2 2 1 2 3, ,...,k k ka a a a a− −−  ). همگي مثبت هستند−

2 در فصل اول، دنباله ٥لذا، بنابر قضيه  4 2s ,s ,...,s ,... .k داراي حد متناهي s ،است، يعني  
2lim s s,kk →∞

= 
 هاي با انديس فرد، داريم   حاصلجمعاما براي.  به طور بديهي عددي مثبت استsكه در آن 
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٣١ 

2 1 2 2 1s sk k ka+ += + 
 ،(8)و بنابراين، با توجه به 

2 1 2 2lim s lim s lim s 0 s,k k kk k k
a+→∞ →∞ →∞

= + = + = 
 كند، سري  ميل ميsهاي زوج و فرد هر دو به يك حد  هاي با انديس چون حاصلجمع

 .  استsمگرا به حاصلجمع ه(9)
 

 :هاي زير را بررسي كنيد  همگرايي سري:٢٠مثال 

( ) ( )
1

1

1 n

p
n

i
n

−∞

=

−
∑  ( ) ( )ii

nn

n

∑
∞

=

−

−
−

1

1

12
1       ( ) ( )∑

∞

=

−

0 !
1

n

n

iii
n

. 

). حل )i 0 اگرp 1دنباله  ،<
pn

 
 
 

، سري ١٠ بنابر قضيه ،لذا.  است0 اكيداً نزولي و همگرا به 

 متناوب 

(10)       ( ) 11 1 1 11 ... 1 ...
2 3 4

n
p p p pn

−− + − + + − + 
1pاگر . همگراست  سري همگراي مطلق است، زيرا سري  ،<

( )1 1 1 11 ... ... , 10
2 3 4p p p pn

′+ + + + + + 
p  هستند، يك  سري(10)ق جملات سري متناوب كه جملاتش قدر مطل بهر .  همگراست−

0حال، اگر  1p< )، سري ≥ )01 p  يك  سري′  همگراي (10) واگراست، و در اين حالت سري −
1pبراي . طلق نبوده بلكه فقط همگراي مشروط استم   سري همساز متناوب =

( ) 11 1 1 11 ... 1 ...,
2 3 4

n

n
−− + − + + − + 

 . از آن صحبت شد١٨را بدست می آوريم که قبلا در مثال 
( )iiسری متناوب  

(11) ( ) 11 1 1 11 ... 1 ...,
3 5 7 2 1

n

n
−− + − + + − +

−
 

 با وجود اين، سري .  صدق كرده و بنابراين همگراست١٠يط قضيه در شرا

( )1 1 1 11 ... ..., 11
3 5 7 2 1n

′+ + + + + +
−

 
 در حقيقت،.  هستند، واگراست(11)كه جملاتش قدر مطلق جملات سري 

1
12 1lim lim ,1 2 1 2n n

nn
n

n
→∞ →∞

− = =
−
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٣٢ 

)لذا واگرايي  )11 ∑ از روي واگرايي سري همساز ′
∞

=1

1
n n

، )ملاك مقايسه حدي (٧، به كمك قضيه 

 . همگراي مشروط است(11)بنابراين سري . آيد بدست مي
( )iii سري متناوب  

(12) ( )
0

1 1 1 1 11 1 ...
! 2! 3! 4! 5!

n

n n

∞

=

−
= − + − + − +∑ 

 توان از اين مطلب نتيجه گرفت كه سري   همگراست، اما همگرايي آن را مي١٠بنابر قضيه 
  همگراي مطلق است، زيرا سري(12)

( )21 ′  ...
!5

1
!4

1
!3

1
!2

111
!

1
0

++++++=∑
∞

=n n
 

 . همگراست، نشان داده شد١٥، همانطور كه در مثال 
 

 هاي دالامبر و كوشي   ملاك٥. ٨
ها بسيار مهم بوده و ابزاري ضروري در  اين ملاك. مدهي اكنون دو ملاك همگرايي ديگر ارائه مي

ملاك  را دالامبرملاک معمولاً . پردازيم هاي تواني هستند كه در بخش بعد به آن مي بررسي سري
 . نامند مينيز   ملاك ريشه را ملاك كوشي و خارج قسمت

 

∑ فرض كنيم  ):ملاك خارج قسمت (١١قضيه 
∞

=1n
naجملات غير صفر  يك سري با 

 باشد به طوري كه 

(1)       1lim n
n

n

a L
a

+

→∞
= 

10در اين صورت سري همگراي مطلق است هرگاه . L=∞كه در آن ممكن است  <≤ L و 
 .L=1ملاك بدون نتيجه قطعي است هرگاه . L=∞ يا L<1واگراست هرگاه 

10 با شرط (1) فرض كنيم .اثبات <≤ L واضح است كه ( برقرار باشدLتواند منفي   نمي
) بازدر بازه  عدد دلخواهي r، و فرض كنيم )باشد )1,Lبراي (1)در اين صورت با توجه به .  باشد ،
  داريمNمانندطبيعی  بزرگتر يا مساوي عددي nهر 

1 1.n

n

a r
a

+ < < 
 بنابراين 

1 ,N Na a r+ < 
2

2 1 ,N N Na a r a r+ +< < 
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٣٣ 

3
3 2 ,N N Na a r a r+ +< < 

 به طور کلی 
( 1,2,...), (2)n

N n Na a r n+ < = 
 در نتيجه 

2 3
1 2 3 ... ...N N N N N Na a a a r a r a r+ + ++ + + < + + + 

2(1 ...).Na r r r= + + + 
هندسی همگراست،و بنابراين سری سمت چپ نيز سری طرف راست همگراست، زيرا يک سری 

اما در اين صورت )). ملاک مقايسه (٦ از قضيه با استفاده(همگراست
1

n
n

a
∞

=
  همگراست، زيرا حذف ∑

به عبارت ديگر سری . آن ندارديک تعداد متناهی از جملات سری تاثيری در همگرائی يا واگرائی 

1
n

n
a

∞

=
 . همگرای مطلق است∑

1Lدر مرحله بعد فرض می کنيم  L يا < = ,1) عدد دلخواهی در بازه باز r ، فرض کنيم ∞ )L 
1Lباشد هرگاه  ,1) يا در بازه < L باشد هرگاه ∞( =  ، اکنون عددی طبيعی (1)با توجه به . ∞

n وجود دارد به طوری که با ازای هر Nمانند  N≥،داريم  
1 1,n

n

a r
a

+ > > 

  بدست آوريم (2)و بجای 
( 1,2,...), (2 )n

N n Na a r n+ ′> = 
 اما در اين صورت . با همان استدلال قسمت قبل و برگرداندن جهت همه نامساوی ها 

0 ( 1,2,...),N n Na a n+ > > = 

limکه اين با شرط لازم  0nn
a

→∞
 برای همگرائی سری =

1
n

n
a

∞

=
 نا سازگار است، بنابراين سری ∑

1
n

n
a

∞

=
∑ 

 .واگرا است
1Lبالاخره، برای اين که نشان دهيم ملاک بدون نتيجه  قطعی است هرگاه  ، آن را برای سری =

 های 
1

2
1 1 1

1 ( 1) 1, ,
n

n n nn n n

−∞ ∞ ∞

= = =

−∑ ∑ ∑ 

1Lبه سادگی ديده می شود که برای هر سه سری ، . بکار می بريم ن سری با وجود اين ، اولي. =
 .همگرای مطلق است، دومين سری همگرای مشروط و سومين سری واگراست

 

 : همگرائی سری های زير را بررسی کنيد  : ٢١مثال 
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٣٤ 

1
2

1 1 1 1

(2 )! ! 1. ! ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )
( !) !

n
n

n n n n

n nn iv iii ii i
n n n

∞ ∞ ∞ ∞
−

= = = =

−∑ ∑ ∑ ∑ 

)  .حل  )i 1 اگر
!na

n
  قرار دهيم آنگاه =

1 ! 1lim lim lim 0
( 1)! 1

n
n n n

n

a n
a n n

+

→∞ →∞ →∞
= = =

+ +
 

 .ابراين سری مفروض همگراستبن

( )ii  1 سری

1

!( 1)n
n

n

n
n

∞
−

=

  همگرای مطلق است، زيرا∑−

1
1

( 1)!lim lim . lim
( 1) ! ( 1)

n n
n

n nn n n
n

a n n n
a n n n

+
+→∞ →∞ →∞

+
= =

+ +
 

1 1lim 0.37 1.1(1 )
n n e

n
→∞

= = ≈ <
+

 

 

( )iii 2 سری
1

(2 )!
( !)n

n
n

∞

=
  واگراست،زيرا ∑

2
1

2

(2 2)! ( !) (2 2)(2 1)lim lim . lim 4 1.
[( 1)!] (2 )! ( 1)( 1)

n
n n n

n

a n n n n
a n n n n

+

→∞ →∞ →∞

+ + +
= = = >

+ + +
 

 
( )iv اين سری مثالی از حالت L = nوقتی (  می باشد، که می دانيم واگراست ∞ →  n جمله ∞

  از ملاک خارج قسمت داريم ،، و در حقيقت با استفاده) ميل نمی کند0ام آن به 
1 ( 1)!lim lim lim( 1) .

!
n

n n n
n

a n n
a n

+

→∞ →∞ →∞

+
= = + = ∞ 

 :  همگرائی سری های زير را بررسی کنيد:٢٢مثال 
3

10
1 1 1

10 2. ( ) ( ) ( 1) ( )
! 3

n n
n

n
n n n

niii ii i
n n

∞ ∞ ∞

= = =

−∑ ∑ ∑ 

) .حل  )i از  
3

( 1)
3

n
n n

na =   نتيجه می شود که −
1 3

31
1 3

( 1) ( 1) 3 1 1 1lim lim . lim( ) 1
3 ( 1) 3 3

n n
n

n nn n n
n

a n n
a n n

+
+

+→∞ →∞ →∞

− + +
= = = <

−
 

بنابراين سری 
3

1
( 1)

3
n

n
n

n∞

=

 . همگرای مطلق است∑−

( )ii داريم  . را بکار می بريم) دالامبر( ملاک خارج قسمت
1

1 10 10

2 2. ,
( 1)

n n

n na a
n n

+

+ = =
+

 لذا
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٣٥ 

1

1010
1

10
10

10

2
2 2( 1)lim lim lim lim 2 1.12 ( 1) (1 )

n

n
nn n n n

n

a nn
a n

nn

+

+

→∞ →∞ →∞ →∞

+= = = = >
+ +

 

 . واگراست سری بنابراين

( )iii داريم 
1

1
10 10,

( 1)! !

n n

n na a
n n

+

+ = =
+

  لذا و 
1

1

10
10( 1)!lim lim lim 0 1.

10 1
!

n

n
nn n n

n

a n
a n

n

+

+

→∞ →∞ →∞

+= = = <
+

 

 .بنابراين سری همگراست
 
 
 
 

 . ولی قدری ساده تر استخارج قسمت شبيه ملاک ) ملاک کوشی( اثبات ملاک همگرائی بعد
 

 فرض کنيم ) :ملاک ريشه ( ١٢قضيه 
1

n
n

a
∞

=
  سری باشد به طوری که  يک∑

(3)          lim | | ,n
nn

a L
→∞

= 
Lن ممکن است آکه در  = 0در اين صورت سری همگرای مطلق است هرگاه . ∞ 1L≤  و >

1Lواگراست هرگاه  L يا < = .جه قطعی است هرگاه يدون نتملاک ب. ∞ 1L = 

0 اگر .اثبات 1L≤ ) عدد دلخواهی در بازه باز r ، فرض می کنيم > ,1)Lدر اين صورت .  باشد
n وجود دارد به طوری که به ازای هر N مانند ، عددی طبيعی(3)، با توجه به  N≥،  

| | 1,n
na r< < 

 دل آن ايا مع
| | ( , 1,...). (4)n

na r n N N< = + 
 بنابراين

1 2
1 2

2

| | | | | | ... ...

(1 ...),

N N N
N N N

N

a a a r r r
r r r

+ +
+ ++ + + < + + +

= + + +
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٣٦ 

بنابر ملاک مقايسه ، سری لذا ، . که در آن سری طرف راست يک سری همگرای هندسی است

1
| |n

n
a

∞

=
 نيز همگراست ، يعنی ، سری ∑

1
n

n
a

∞

=
1Lاگر .  همگرای مطلق است∑ Lيا  < =  فرض ،∞

,1) عدد دلخواهی در بازه rمی کنيم که  )Lداريم(4)در اين صورت بجای .  باشد  
| | 1 ( . 1, 2,...) (4 )n

na r n N N N ′> > = + + 

}و بنابراين دنباله  }na به صفر ميل نمی کندو سری 
1

n
n

a
∞

=
1Lاگر .  واگراست∑   ملاک ريشه، =

 نشان داده شده در پايان اثبات اين مطلب را می توان در مورد سه سری . بدون نتيجه قطعی است
 .بدين ترتيب اثبات تمام است. نمودملاک خارج قسمت امتحان 

 

 در کاربرد ملاک ريشه در نظر داشته باشيد که :  تبصره
1 ln 0lim lim 1

cn n
n n

c e e
→∞ →∞

= = = 
0cکه در آن    ، و به طريق مشابه <

1 ln 0lim lim 1.
nn n

n n
n e e

→∞ →∞
= = = 

 
 

 : همگرائی سری های زير را بررسی کنيد :٢٣مثال 
1

1 2

( 1)( ) ( )
3 (ln )

n

n n
n n

n ii i
n

−∞ ∞

= =

−∑ ∑      4
1 1

2. ( ) ( )
n

n

n n
n iv iii

n

∞ ∞

= =
∑ ∑ 

). حل  )i سری 
1

1

( 1)
(ln )

n

n
n n

−∞

=

  همگرای مطلق است، زيرا∑−
1( 1) 1lim lim 0.

(ln ) ln

n
n nn nn n

−

→∞ →∞

−
= = 

( )ii   سری 
1 3n

n

n∞

=
  همگراست ، زيرا ∑

1lim lim 1.
3 3 3

n
n

nn n

n n
→∞ →∞

= = < 

( )iii  4 سری
1

2n

n n

∞

=
  واگراست، زيرا ∑

4 4

2 2lim lim 2 1.
( )

n
n

nn nn n→∞ →∞
= = > 

( )ivری  س
1

n

n
n

∞

=
L واگرا ، متناظر به حالت ∑ =   ، است زيرا∞
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 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٣٧ 

lim lim .n n

n n
n n

→∞ →∞
= = ∞ 

 

 : در هنگام استفاده از ملاک کوشی ، فرمول زير بسيار مفيد به نظر می رسد:تبصره 

12! 2 ( ) . , 0 1.n nnn n e
e

θ

π θ= < < 

 . برقرار می باشدn معروف بوده و برای مقادير بزرگ گفرمول استرليناين فرمول به نام 
 

 :  همگرائی سری های زير را بررسی کنيد :٢٤مثال 

2 1

1

2 5( ) ( )
3 1

n

n

n i
n

∞
−

=

+
−∑      

1

2 . ! ( )
n

n
n

n ii
n

∞

=
∑ 

2

1

1 1(1 ) ( )
2

n
n

n
iii

n

∞

=

+∑. 

) .حل  )i   2 داريم 12 5( )
3 1

n
n

na
n

−+
=

−
 ، بنابراين 

12 22 5 2lim lim( ) ( ) 1.
3 1 3

nn
nn n

na
n

−

→∞ →∞

+
= = <

−
 

 .در نتيجه سری مفروض همگراست
( )ii داريم   

 
1

122 2lim lim( ( ) . )
n

n n nn
n nn n

n na e
n e

θπ
→∞ →∞

= 

2
1

2 122 2lim(2 ) . 1.n n
n

n e
e e

θ

π
→∞

= = < 
 .يعنی ، سری مفروض همگراست

( )iii 21 داريم 1(1 )
2

n
n na

n
= 1 و  + 1(1 )

2
nn

na
n

=  بنابراين . +
1 1 1lim lim(1 ) 1.
2 2

nn
nn n

a e
n→∞ →∞

= + = > 
 .لذا سری مفروض واگراست

 

 هاي تواني   سري٦.  ٨
}متغيري مستقل بوده، و فرض كنيم   xفرض كنيم  }na در اين . اي از اعداد حقيقي باشد دنباله

 صورت سري نامتناهي 

               (1)     2
0 1 2

0
... ...n n

n n
n

a x a a x a x a x
∞

=

= + + + + +∑ 
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 يا ضرايب سريرا ... ، 0a ،1a ،2a ،... ،naناميده شده، و اعداد ) xدر  ( نیسري توايك 
 است، زيرا به صورت 0عدد ،  1بندي بجاي در اينجا حد پائين جمع. نامند  آن ميضرايب جملات

كه جملات يك سري توجه كنيد . شود شروع مي›› صفرمين جمله‹‹ قراردادي يك سري تواني با

تواني 
0

n
n

n
a x

∞

=
هاي  سري( هستند x ، بجاي اعداد كه در قسمت قبل بررسي شدند، توابعي از ∑

هائي كه جملاتشان توابع هستند   سريو مي ناميم تا بين آنها هاي عددي سريقسمت قبل را 
 .) تمايز قائل شويم

n و براي هر Na≠0اگر  N> 0 داشته باشيم=na به (1) آنگاه سري تواني  

( )2
0 1 2

0
... 0n N

n N N
n

a x a a x a x a x a
∞

=

= + + + + ≠∑ 

چند هاي تواني  لذا، بابياني غير دقيق،  سري.  استNاي از درجة  يابد كه يك چند جمله تقليل مي
 0a به جملة ثابت (1) ، طرف راست x=0اگر . هائي با تعداد نامتناهي جمله هستند اي ملهج

 تقليل يابد، قرار بر اين 0a به x=0 هم براي (1)براي اين كه طرف چپ . يابد تقليل مي
00گذاريم كه  مي 10 ، لذا =1

0
0 axa  .x=0 حتي اگر =

  سري  توانيترتوانيم حالت كلي  ثابت دلخواهي باشد، ميcاگر 

   2
0 1 2

0
( ) ( ) ( ) ... ( ) ..., (1 )n n

n n
n

a x c a a x c a x c a x c
∞

=

′− = + − + − + + − +∑  

cxهاي   از توانxرد بررسي قرار دهيم كه در آن بجاي را مو )طبيعتاً ، .  استفاده شده است− )1′ 
0cيابد هرگاه   تقليل مي(1)به )هائي به شكل  در حقيقت نيازي به مطالعة جداگانة سري . = )1′ 

)هاي  نيست، زيرا هر مطلبي را كه در مورد سري هاي  توانيم با تجزيه و تحليل سري  بخواهيم، مي1′(
cx با همان ضرايب فرابگيريم و سپس متغير را به (1)  .  تبديل كنيم−
در اين .  عدد حقيقي دلخواهي استrن  آ را اختيار كند، كه درr مقدار ثابت xض كنيم فر

صورت سري تواني 
0

n
n

n
a x

∞

=
، که جملات آن توابع هستند، به سری ∑

0

n
n

n
a r

∞

=
  تبديل می شود، که∑

 ن اعداد هستند، و سری عددی آجملات 
0

n
n

n
a r

∞

=
ايم مورد  هائي كه قبلاً ديده توان با روش را مي ∑

∑هر سري تواني . ارزيابي قرار دارد
∞

=0n

n
nxa) 0براي ) به طور بديهي=x همگراست، زيرا سري به 

يا ممكن است به   همگرا بوده ،x=0سري ممكن است تنها به ازاي . يابد  تقليل مي0aجملة ثابت 
 همگرا باشد اما در حالت كلي يك سري تواني به ازاي بعضي مقادير مخالف صفر xازاي هر مقدار 

xگراست همگرا و براي ديگر مقادير وا . 

): ٢٥مثال  )i فرض كنيم !nan 0!1 كه در آن = ∑ در اين صورت سري تواني .=
∞

=0n

n
nxa تنها 

 . همگراستx=0براي 
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 ٣٩ 

 شود، زيرا اين مطلب از ملاك خارج قسمت نتيجه مي
( ) ( ) ,||1lim

!
!1limlim

11
1 ∞=+=

+
=

∞→

+

∞→

+
+

∞→
xn

xn
xn

xa
xa

nn

n

nnn

n
n

n
 

 . x=0مگر اين كه 

( )ii اگر nn n
a 1

∑ ، سري تواني =
∞

=0n

n
nxa به ازاي هر xاين مطلب از ملاك .  همگراي مطلق است

 ، xشود، زيرا به ازاي هر مقدار  ريشه نتيجه مي
| | | |lim | | lim lim 0.

n
nn n

n nn n n

x xa x
n n→∞ →∞ →∞

= = = 

( )iiiهاي تواني سري هندسي  ترين سري يكي از ساده 

∑
∞

=
+++++=

0

2 ....,...1
n

nn xxxx 

) دربازة باز xدانيم، به ازاي هر   مي٢است، و همان طور كه از قضية  اي ديگر  همگرا و بر−(1,1
 .  واگراستxمقادير 

 . هاي تواني بر پاية نتيجه كليدي زير استوار است بررسي ما از همگرائي سري
 

  ):هاي تواني خاصيت اساسي همگرائي سري (١٣قضية 
∑اگر سري تواني 

∞

=0n

n
nxa براي x r=0آن ، كه درr  که x، همگرا باشدآنگاه سری به ازای هر≠

|در شرط  | | |x r<اگر سری برای .  صدق می کند، همگرای مطلق است sx آنگاه   واگرا باشد،=
|||| كه در شرط xبراي هر  sx  . كند نيز واگرا است  صدق مي<

 اگر سري .اثبات
0

n
n

n
a r

∞

=
} همگرا باشد، آنگاه دنبالة ∑ }n

na r است0، همگرا به 1 ، بنابر قضية  .

}شود كه   به سادگي ساده مي،به ويژه }n
na r0ارست، يعني، عدد ثابتي مانند  كراند>C وجود 

n،  nدارد به طوري كه به ازاي هر 
na r C≤ .  اما در اين صورت 

,
n n

n n
n n

x xa x a r C
r r

= ≤ 

∑بنابراين سري
∞

=0n

n
nxaمغلوب سري هندسي  

2

0
1 ...

n

n

x x xC C
r r r

∞

=

 
= + + +  

 
∑ 

 .است

1xاگر
r

x ، يا معادل با آن > r< اين سري هندسي همگراست، وبنابراين ، ∑
∞

=0n

n
nxa 
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∑به عبارت ديگر ، سري . نيز با استفاده از ملاك مقايسه، همگراست 
∞

=0n

n
nxa براي هر x كه در 

xشرط  r<كنيم كه  براي اثبات قسمت دوم ، ملاحظه مي. كند همگراي مطلق است  صدق مي

∑سري 
∞

=0n

n
nxa وقتي براي x s=اي مانند  تواند در نقطه  واگراست ديگر نميx با شرط x s>، 

 ،زيرا، بنابر قسمت اول اثبات. باشدهمگرا 
0

n
n

n
a s

∞

=
مگرا باشد، كه متناقض با فرض بايستي هنيز ∑

 . و بدين ترتيب اثبات تمام استاست
 

∑ها سري تواني   مجموعه نقاطي باشد كه براي آنIفرض كنيم 
∞

=0n

n
nxaدراين صورت، .  همگرا است

احتمالاً تمام (بازه همگرائي همواره يك بازه است كه Iشود، نطور كه از نماد حدس زده ميهما
)خط حقيقي )∞∞− ] يا بازه مخفف , ]0,0=I شود  ناميده مي)0 فقط شامل نقطه. 

 

 مجموعه تمام I فرض كنيم):تواني بازة همگرائي يك سري (١٤قضية  

∑ باشد كه براي آنها سري تواني xنقاطي مانند 
∞

=0n

n
nxaدر اين صورت .  همگراستI يك بازه است 

 .  نقطة مياني آن است0كه 

اگر .  همگراستx=0 است، چون هر سري تواني براي I همواره متعلق به 0ة  نقط.اثبات 
0=x تنها نقطه در I باشد، آنگاه I در غير اين صورت . يابد  تقليل مي]0,0[ به بازةI شامل 

در اين صورت .  باشدu,υاي بين   هر نقطهrفرض كنيم .  استu,υلااقل دو نقطة متمايز 
| | | |r u< يا | | | |r υ< ،  زيراr بايستي از يكي از نقاط u,υيا هر دوي آنها به مبداء نزديكتر باشد  .

∑، سري ١٣لذا، بنابر قضية 
∞

=0n

n
nxa براي x r= يعني، . است) همگراي مطلق ( همگراr نيز به I 

باشد، همچنين شامل هر نقطه  u,υنقطة متمايز  شامل دو Iبنابر اين هر وقت مجموعه. تعلق دارد
rبين u,υلذا . خواهد بودI اگر  ه علاوه،ب. يك بازه استr يك نقطة دروني I باشد، آنگاه r− 

دا كنيم چنان پيI را درu,υتوانيم نقاط   در اينحالت همواره مي در حقيقت،.  استIنيز متعلق به 

اما در اين صورت، بنابر استدلال گفته شده، .  قرار داشته باشدu,υ بين rكه 
0

n
n

n
a r

∞

=
∑ 

)همگراست، و بنابراين سري  )
0

n
n

n
a r

∞

=

∑به عبارت ديگر .  نيز همگراست ∑−
∞

=0n

n
nxa براي x r= −  

 .  استI نقطة مياني 0گيريم كه  نتيجه مي.  تعلق داردIبه  −rهمگرای مطلق است،يعنی 
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∑ بدين شكل است كه هر سري تواني ١٤، نتيجة آني از قضيه به صورت خلاصه
∞

=0n

n
nxa دقيقاً به 

 : نمايد يكي از سه طريق زير رفتار مي
( )i 0 سري تنها براي=x همگراست، مانند ( )i و در اين صورت بازة همگرايي ٢٥ از مثال ، I به 

 . يابد  است، تقليل مي0 ، كه فقط شامل نقطة ]0,0[بازة 
( )iiبراي هر )ي مطلقهمگرا( سري همگرا x است، مانند ( )ii در اين صورت ٢٥ از مثال ،I تمام 

)خط حقيقي  )∞∞−  .  است,
( )iii سري براي بعضي مقادير غير صفر xدر اين صورت .  همگرا و براي ديگر مقادير واگراستI 
)اي متناهي به شكل  بازه )RR,−،  ],[ RR− ،),[ RR− يا ],( RR− 0 ، با شرط>R است بسته ، 

RxRxبه اين كه چگونه سري در نقاط  =−=  رفتار كند، كه اين مطلب بايستي به صورت ,
چ  هي١٤در اينجا توجه به اين مطلب مهم است كه اثبات قضية . جداگانه مورد بررسي قرار گيرد

و در حقيقت  دهد،  تعلق دارند بدست نميI به خود Iگيري را در مورد اين كه نقاط انتهائي  نتيجه
 ممكن است شامل يكي يا هيچكدام از نقاط انتهائي خود نباشد، همچنانكه در Iبازة همگرائي 

xبه عبارت ديگر، سري ممكن است براي . ان داده شده استهاي آتيه نش مثال R= يا Rx −= 
 . همگرا باشد يا نباشد

) در حالت Rعدد  )iii سري تواني شعاع همگرائي ∑
∞

=0n

n
nxaحالت . شود  ناميده مي( )iتوان   را مي

)به عنوان حالت خاصي از  )iii 0 در نظر گرفت كه متناظر به=R است و حالت ( )ii را به عنوان 
)حالت خاصي از  )iii كه متناظر به ∞=Rاست  . 

 
 : دهيم ير روشي را براي يافتن شعاع همگرائي يك سري تواني ارائه ميدر ز

 فرض كنيم سري تواني 
(2)   2

0 1 2 ... ...n
na a x a x a x+ + + + + 

 گيريم  سري با قدر مطلق جملات سري فوق را در نظر مي. داده شده باشد
                       (3)             .......2

210 +++++ n
n xaxaxaa 

. بريم را بكار مي) خارج قسمت(ملاك دالامبر ) با جملات مثبت(براي تعيين همگرائي اين سري 
 : فرض كنيم حدي وجود داشته باشد

1
1 1 1lim lim lim

n

n
n n n

n n n
n n n

u a x a x L x
u a x a

+
+ + +

→∞ →∞ →∞
= = = . 

||1 همگراست هرگاه (3)در اين صورت، بنابر ملاك دالامبر، سري  <xL يعني، هرگاه ، 
L

x 1|| < ، 

||1و واگراست هرگاه  >xL يعني، هرگاه ،
L

x 1||  همگراي مطلق است (2)در نتيجه سري  . <
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وقتي كه 
L

x 1|| اما اگر . >
L

x 1|| 1lim، آنگاه < | | 1n
n

n

u x L
u

+

→∞
=  واگراست، و جملة (3) و سري <

 هم به صفر ميل (2)پس در اين صورت جملة عمومي سري . كند عمومي آن به صفر ميل نمي
ن سري تواني واگراست  اي)با توجه به شرط لازم براي همگرائي(كند، ومعني آن اين است كه  نمي

هرگاه (
L

x 1|| >.( 

1 گيريم كه بازة از بحث بالا نتيجه مي 1( , )
L L

 : يعني  است،(2) بازة همگرائي سري تواني −

.
1

lim1

+∞→
==

n

n
n a

a
L

R 

 و در ،استفاده كنيم) ريشه(ك كوشي توانيم از ملا به طريق مشابه ، براي تعيين بازة همگرائي مي
 اين صورت 

.
n

nn
a

R
||lim

1

∞→

= 

0limتوانيم ثابت كنيم كه اگر   مي:تبصره 1 =+

∞→ n

n
n a

a آنگاه سري ،∑
∞

=0n

n
nxa بر سر تاسر اعداد 

+=∞، و اگر R=∞حقيقي همگراست، يعني، 

∞→ n

n
n a

a 1lim ،  0آنگاه سري تنها به ازاي=x 

 . R=0 ،همگراست، يعني

): ٢٦مثال  )i سري ∑
∞

=1n

n

n
x

در اينجا . گيريم  را در نظر مي
n

an
1

 و =
1

1
1 +

=+ n
an .  بنابراين 

.
1

1 1lim lim lim 1 1n
n n n

n

a nR
a n n→∞ →∞ →∞

+

+  = = = + = 
 

 

 
رفتار سري را در نقاط انتهائي . همگراست) -١ و ١(در نتيجه، بنابر توضيحات بالا، اين سري دربازة 

∑ سري همساز x=1براي . كنيم  بررسي ميx=±1بازة همگرائي، يعني، در نقاط 
∞

=1

1
n n

 و براي 

1−=x سري ( )∑
∞

=
−

1

11
n

n

n
لذا اين سري در . آوريم بدست مي  را، كه بنابر ملاك لايبنيتز همگراست،

 .  همگرا ودر خارج آن واگراست−]1,1(

( )ii  سري∑
∞

=1
!

n

nxn 0 بر سر تاسر خط حقيقي واگراست، بجز در نقطة=x زيرا شعاع همگرائي ، 

 عبارت است از 

.
( )1

! 1lim lim lim 0
1 ! 1

n
n n n

n

a nR
a n n→∞ →∞ →∞

+

= = = =
+ +
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( )iii  سري∑
∞

=1 !n

n

n
x بر سرتاسر اعداد حقيقي همگراست زيرا شعاع همگرايي آن  

( ) ( )
1

1 !
lim lim lim 1 .

!
n

n n n
n

naR n
a n→∞ →∞ →∞

+

+
= = = + = ∞ 

) :٢٧مثال  )iبراي سري هندسي  ∑
∞
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nx است1 بررسي شد، شعاع همگرايي ٢٥ كه در مثال  .

)بازة همگرايي بازة باز  ∑باشد، زيرا   مي−1,1(
∞
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nx 1 براي≥x 1 واگراست، به ويژه براي±=x .ر د

 حالت كلي، سري هندسي 
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∞
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) و بازة همگرايي Rداراي شعاع همگرايي  )RR,−است . 
( )ii با اجراي ملاك خارج قسمت براي سري تواني  
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 آوريم  بدست مي
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1x همگراي مطلق و براي x>1بنابراين سري براي  بازه .  است1لذا شعاع همگرايي .  واگراست<
]همگرايي بازه نيمه باز    به سري واگراي همساز (4) سري x=1در حقيقت، براي .  است−(1,1

,...
4
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3
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2
11 ++++ 

  به سري همگراي مشروط همساز متناوب x=−1شود، در حاليكه براي  تبديل مي
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4
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3
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11 +−+− 

 ، سري (4) در −x به xبا تبديل . گرد تبديل مي
( ) ,...
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 همگراي x=1 است اما اكنون براي 1 ئیآوريم كه اين سري هم داراي شعاع همگرا را بدست مي
) بازة همگرايي رلذا اين با. اگراست وx=−1ط و براي ومشر  . است−[1,1
( )iii سري متناوب 

(5)    ( )∑
∞
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+−+−=
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−
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6422
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432
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x 

كاربرد ملاك خارج قسمت اكنون .  استxهاي زوج  يك سري تواني است كه فقط شامل توان
 دهد   مينتيجه
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12بنابراين سري همگراي مطلق است هرگاه  <x 1 يا معادل با آن<x، 12 و واگراست هرگاه >x 
فاصله همگرايي بازة بسته .  است1 مساوي سری يئ، بنابراين شعاع همگراx<1يا معادل با آن 

[ 1,1در حقيقت با قراردادن .  است−1,1[ =−= xx مشروط، ی، يك سري همگرا(5) در سري 
 .آوريم يعني سري همساز متناوب را بدست مي

( )ivرج قسمت براي سري تواني با اجراي ملاك خا 
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∞
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 آوريم  بدست مي
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.  است5 واگراست، لذا شعاع همگرايي آن x<5 براي  و همگراي مطلقx>5بنابراين سري براي 
]بازة همگرايي بازة بسته    همگراي سری(6) سري x=5در حقيقت، براي .  است−5,5[

2 2 2
1 1 11 ...
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pسري (   سري به صورت x=−5است، در حاليكه براي ) P=2 با −
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4
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3
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2
11 222 +−+− 

 . آيد كه همگراي مطلق است در مي
( )v  براي سري تواني ) كوشي(با اجراي ملاك ريشه 
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  xآوريم كه به ازاي هر مقدار  است بدست مي 4x با شروع از xهاي زوج  كه شامل فقط توان

( )
( ) 0
ln
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ln

lim 2
222
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1nكنيم كه   آوري مي ياد( n  همگراي x بنابراين سري مورد نظر به ازاي هر .)n→∞ وقتي →
)مگرايي بينهايت و بازة همگرايي داراي شعاع ه مطلق است، يعني، )∞∞−  . باشد  مي,

 براي يك سري تواني به شكل كلي 

( ) ( ) ( )0 1
0

... ...n n
n n

n
a x c a a x c a x c

∞

=

− = + − + + − +∑ 

ها سري همگراست مجدداً يك بازة   ثابت دلخواهي است، مجموعه نقاطي كه براي آنcكه در آن 
I از آن ١٤ سه طريقي را كه بعد از قضيه ،شود، و در حقيقت  ناميده ميزة همگراييبا است كه 

 :آيد صحبت نموديم در اينجا به صورت زير در مي

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٤٥ 

 
( )i′ سري فقط درcx ] به بازه I همگراست، در اين صورت بازة همگرايي = ]cc,يابد،   تقليل مي

 .  استcكه فقط شامل نقطه 
( )ii ) تمام خط حقيقي Iهمگراست، و در اين صورت ) به طور مطلق (x سري براي هر ′ )∞∞− , 
 . است
( )iii  Iدر اين صورت .  و براي ديگر مقادير واگراست همگراc غير از x سري براي بعضي مقادير ′
)اي متناهي به شكل  بازه )[ , ] , ,c R c R c R c R− + − + ،[ , )c R c R− ) يا + , ]c R c R− + 

xسته به اين كه چگونه سري در نقاط است، ب c R= x و + c R= البته . نمايد  رفتار مي−
 . دانيم كه بررسي وضعيت سري در اين نقاط بايستي به صورت جداگانه انجام شود مي

)هاي قبلي  ها از روي حالت براي بدست آوردن اين حالت ) ( ),ii iو ( )iii در مورد يك سري تواني 

∑به شكل 
∞
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n
n xa فقط كافي است به اين نكته توجه كنيم كه اگر متغير يك سري تواني از ،x به 

cx  واحد در طول محور حقيقي به سمت راست c تغيير نمايد، در اين صورت بازه همگرايي آن −
0cيابد هرگاه  انتقال مي 0cيابد هرگاه   واحد به طرف چپ انتقال ميc و ،< ، مانند قبل، عدد >

R در حالت ( )iii )ي تواني  سرشعاع همگرايي ′ ) n

n
n cxa∑
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=

−
0

هاي   ناميده شده، و حالت

( ) ( )iii ′′ ,0 متناظر به , =∞= RRدقت كنيد كه همواره .  استR نصف طول بازه همگرايي 
]هاي  است، با توجه به اينكه طول بازه ],c c و ( )∞∞−  .شود  در نظر گرفته مي∞ و 0 به ترتيب ,

∑مانند حالت سري تواني 
∞
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n
n xa براي يافتن شعاع همگرايي ،R از سري تواني  
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 :اده نمودهاي زير استف مي توان از فرمول
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) :٢٨مثال  )i سري  
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 xآيد هرگاه بجاي   بدست مي٢٧ در مثال (4) است كه از روي سري x−6يك سري تواني در 
سري .  بود−]1,1[ و بازة همگرايي 1 داراي شعاع همگرايي (4)سري .  قرار داده شودx−6مقدار 

6] اما بازة متفاوت همگرايي، يعني 1 داراي همان شعاع همگرايي (6) 1,6 1) [5,7)− +  است كه =
متناوباً، با كاربرد مستقيم ملاك خارج قسمت براي .  واحد به سمت راست انتقال يافته است6

 آوريم   بدست مي(6)سري
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16 همگراي مطلق است هرگاه (6)گيريم كه سري  نتيجه مي <−x 161، يعني، هرگاه <−<− x 
75يا معادل با آن  << x 16، و واگراست هرگاه >−x 16، يعني هرگاه >−x 16 يا −<−x كه ،
7xمعادل است با 5x يا < 7xبه علاوه ، برای . >  سری تبديل به سری همساز می شود که =

. مشروط استشود كه همگراي   تبديل به سري همساز متناوب ميx=5 واگراست، در حاليکه برای
 .  است(5,7] و بازة همگرايي 1لذا، همانطور كه قبلاً ديديم، سري داراي شعاع همگرايي 
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در اينجا . گيريم را در نظر مي
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121در نتيجه، سري همگراست هرگاه  <−<− x ،31، يعني << x. 
 ، سري x=3اگر . پردازيم اكنون به بررسي همگرايي سري در نقاط انتهايي بازه مي
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11 دانيم كه اين سري  آوريم و مي  را بدست مي−+−+

31 كه در xبنابراين سري تواني براي مقاديري از . همگراي مطلق است ≤≤ xكنند   صدق مي
 .همگراست
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 .  همگراستx=5، يعني در نقطه x−=05سري تنها براي 
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=∞ داريم a<1توان نشان داد كه براي  به سادگي مي(
∞→ n
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n
lim (كنيم كه  بنابراين مشاهده مي

11سري همگراست هرگاه  ≤−x يعني ،[  . بازة همگرايي است2,0[
 

هاي  اي از تمامي سري پذيريم، راه روشني براي ساختن دسته قضيه زير، كه آن را بدون اثبات مي
 .از اين قضيه در بخش بعدي استفاده خواهيم كرد. دهد ن بدست ميتواني با شعاع يكسا

 

∑ فرض كنيم :١٥قضيه 
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n xa،فرض كنيم  و يك سري تواني بوده { }nc دنباله دلخواهي از 

 اعداد مثبت باشد به طوري كه 
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كنيم كه سري   به عنوان كاربردي از قضيه بالا ملاحظه مي
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، به ازاي هر عدد ∑

∑ري ، داراي همان شعاع همگرايي سpحقيقي
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n xa است، زيرا  
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 هاي تواني   مشتق و انتگرال سري٧.  ٨
∑فرض كنيم 

∞

=0n

n
n xa يك سري تواني با بازه همگرايي I باشد، و فرض كنيم f تابعي باشد كه بر

I تعريف شده و مقدارش در هر نقطه r متعلق به Iسري حاصلجمع همان 
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∞
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در . باشد ∑

∑ سری توانی حاصلجمع fاين صورت
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n xa نويسيم ناميده شده، و مي 
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 است، بر خلاف x از متغير تابعيهمواره توجه داشته باشيد كه حاصلجمع يك سري تواني 

حاصلجمع سري 
0

n
r

n
a r

∞

=
 )x=0در ( به سري توانيfبسط  را (1)فرمول .  استعدد كه يك ∑

 . نامند مي

∑ سري تواني :٢٩مثال 
∞

=0n

nx يك سري هندسي با بازة همگرايي ( )1,1−=Iاست  . 

  ديديم،٢به علاوه همانطور كه در قضيه 
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 . باشد بسط اين تابع به سري تواني مي
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1)فرمول  x سري تواني در به fبسط تابع  ′( c= يابد   تقليل مي(1) ناميده شده و به فرمول
)هاي بعدي نشان داده خواهد شد كه ضرايب  در مثال. c=0هر گاه  )0,1,...na n  در بسط =
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1كه اين هم يك سري هندسي است، همگراست اگر و فقط اگر 
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x 2 يا معادل با آن<x . در
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3)توجه كنيد كه بازه همگرايي سري .  استx=1در  )   بازة′(  است در حاليكه بازه −2,2(

) بازة كوچكتر (3)همگرايي  رايي سري تواني اين مطلب درست است، زيرا بازه همگ. باشد  مي2,0(
 . كند، باشد نهايت ميل ميي به سمت ب f، که در آن x=2تواند شامل نقطه   نميfتابع 

 سري تواني 

(4)  ......2
2

0
10 +++++=∑

∞

=

n
n

n

n
n xaxaxaaxa 

 دو سري جديد (4)گيري جمله به جمله از  گيري و انتگرال شتقتوانيم به وسيله م مي. مفروض است
 توانيم سري  بدست آوريم، يعني، مي

(5)        1 1
1 2

1
2 ... ...,n n

n n
n

na x a a x na x
∞

− −

=

= + + + +∑ 

nرا كه جمله عمومي آن مشتق 
n xa است، و سري  

(6) 1 2 11
0

0
... ...,

1 2 1
n nn n

n

a a ax a x x x
n n

∞
+ +

=

= + + + +
+ +∑ 

nرا كه جمله عمومي آن انتگرال 
n xa)  تا 0از x(4)هر سه سري . مي، بدست آور) است، 

 يا تقسيم xدر حقيقت، ضرب يك سري تواني در . شعاع همگرايي يكسان هستند داراي (6)، (5)
اين مطلب ( هيچ تأثيري بر شعاع همگرايي ندارد xيك سري تواني كه چند جمله ثابت ندارد، بر 

 داراي همان شعاع همگرايي (5)، لذا سري )شود به سادگي از روي ملاك خارج قسمت ديده مي
 سري 

(5 )′    
1

,n
n

n
na x

∞

=
∑ 

  دقيقاً داراي شعاع همگرايي سري (6)است و در همان حال 

(6 )′ 
0

,
1

nn

n

a x
n

∞

= +∑ 

5)اما . باشد مي 6)  و′( ∑ر دو به شكل ه ′(
∞

=0n

n
nn xac 1 هستند كه در آنn

nc  هرگاه →

∞→n1دانيم  ، زيرا ميlim =
∞→

n
n

n و  
( )1( )ln 1 01lim lim 1 .

1
n

nn
n n

e e
n

− +

→∞ →∞
= = =

+
 

هاي  باشند و بنابراين سري  مي(4) همگرايي سري اوليه ، داراي همان شعاع١٥لذا، بنابر قضيه 
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دهد كه  تكرار اين روش نشان مي. كنند  نيز در اين شرط صدق مي(6) و (5) و انتگرال  مشتق

∑ري تواني گيري جمله به جمله، از س گيري يا انتگرال نتيجه مشتق
∞

=0n

n
n xa به هر تعداد دلخواه 

 .باشند دهد كه داراي همان شعاع همگرايي مي  بدست ميیهاي ديگر سري
 

كند بين تابعي كه حاصلجمع يك سري تواني است و تابعي كه  اي برقرار مي قضيه زير رابطه
هاي  ن داراي پيچيدگيعليرغم سادگي صورت قضيه، اثبات آ. حاصلجمع سري تواني مشتق است

توانند به كتب حساب ديفرانسيل و انتگرال  علاقمندان مي. گردد خاصي است و لذا حذف مي
 .پيشرفته يا آناليز رياضي مراجعه نمايند

 

 فرض ):گيري جمله به جمله از يك سري تواني مشتق (١٦قضيه 

∑كنيم 
∞

=0n

n
n xa يك سري تواني با شعاع همگرايي Rدر اين صورت تابع .  باشد 

( ) ∑
∞

=

=
0n

n
n xaxf 

) بر بازة باز  ،، يعني، حاصلجمع سري تواني )RR,−پذير بوده، و داراي مشتق   مشتق 

(7)   ( ) ∑
∞

=

−=′
1

1 ,
n

n
n xnaxf 

گيري جمله به جمله از سري مفروض  ه مشتقاست كه مساوي حاصلجمع سري بدست آمده بوسيل
 . باشد مي

 داراي مشتقات متوالي تا هر مرتبه دلخواه در بازة fكنيم كه  ، ملاحظه مي١٦با تكرار قضيه 
( )RR,−كنيم كه  و مطلب را بدين صورت خلاصه مي. باشد  ميf بر ( )RR,−  بينهايت بار
) بر fپذيري  به علاوه، مشتق.  استپذير مشتق )RR,− پيوستگي آن را بر ( )RR,− بدست 
 . بنابراين حاصلجمع هر سري تواني تابعي پيوسته است. دهد مي

 و تابعي را كه حاصلجمع سري انتگرال است، fوان رابطه بين ت ، بسادگي مي١٦با استفاده از قضيه 
 .برقرار نمود

 

 فرض ):گيري جمله به جمله از يك سري تواني انتگرال(١٧قضيه 

∑كنيم 
∞

=0n

n
n xa يك سري تواني با شعاع همگرايي Rدر اين صورت تابع .  باشد 

( ) ∑
∞

=

=
0n

n
n xaxf 

]بر هر زير بازة  ]x,0  از ( )RR,−پذير، با  انتگرال   انتگرال 
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(8)    ( ) 1

0
0

,
1

x nn

n

af t dt x
n

∞
+

=

=
+∑∫ 

گيري جمله به جمله از سري  اين انتگرال مساوي حاصلجمع بدست آمده به وسيله انتگرال. است
 .باشد وض ميمفر

] بر fپذيري   انتگرال.اثبات ]x,0 نتيجه آني پيوستگي تابع f بر ( )RR,−قبلاً نشان .  است
 داده شده است كه سري 

( ) ∑
∞

=

+

+
=

0

1

1n

nn x
n
axF 

) است، و بديهي است كه Rداراي شعاع همگرايي  ) 00 =F . مشتق گيری جمله به جمله از اين

)سری بلافاصله سری اوليه  ) ∑
∞

=

=
0n

n
n xaxf را بدست می دهد،و  

( )
0

( )
x

F x f t dt= ∫ 
) شرط  باتوجه کنيد که چگونه اين( ) 00 =F(8)استه شده  فرمول خو.)نمايد  تشريك مساعي مي 

)اكنون با مساوي قرار دادن دو عبارت بدست آمده براي  )xFگردد  حاصل مي . 
 .هاي زير توجه نمائيد به مثال

 

) :٣١مثال  )iدهد  كه سري تواني   استفاده از ملاك خارج قسمت يا ريشه نشان مي 

(9)    ( ) ∑
∞

=

=
1

2
n

n

n
xxf 

 آوريم   بدست مي آن، با دو بار مشتق گيري از١٦بنابر قضيه .  است1داراي شعاع همگرايي 
 

(9 )′ ( ) ∑
∞

=

−

=′
1

1

n

n

n
xxf 

 و 

(9 )′′.  ( ) 2

2

1 n

n

nf x x
n

∞
−

=

−′′ = ∑ 

9)،(9)هر سه سري  9)و ′( شود  باشند، اما بسادگي ديده مي  مي1داراي شعاع همگرايي يكسان ′′(
]  بسته بازة(9)كه بازة همگرايي  9) است، بازة همگرايي −1,1[ ]  باز-نيمبازة ′(  است، و −(1,1

9)بالاخره بازة همگرايي  ) بازبازة ′′( گيري از يك سري  بنابراين، هر چند كه مشتق. باشد  مي−1,1(
كند، اين امكان وجود دارد كه   را حفظ ميI دروني بازة همگرايي تواني همگرايي در هر نقطه

 . را از بين ببردIهمگرايي در نقاط انتهايي 

( )ii اگر دو سر تواني
0

n
n

n
a x

∞

=
 و∑

0

n
n

n
b x

∞

=
ن در يك همسايگي از نقطه  داراي حاصلجمع يكسا∑
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0=xهاي همانند   باشند، آنگاه دو سري همانند هستند، يعني، توانx داراي ضرايب يكسان 
  در اتحاد x=0در حقيقت با قراردادن . باشند مي

(10)   ,...... 2
210

2
210 +++≡+++ xbxbbxaxaa 

00آوريم  فوراً بدست مي ba  برقرار خواهد بود هرگاه از دو (10)، اتحاد ١٦به علاوه، بنابر قضيه . =
 شود كه  ه مي ديد(10)گيري متوالي از   بار مشتقn با .طرف به دفعات يكسان مشتق بگيريم

( ) ( ) ...
!2

!2!1! 2
21 +

+
+++ ++ xanxanan nnn 

( ) ( ) 2
1 2

2 !
! 1 ! ...,

2!n n n
n

n b n b x b x+ +

+
= + + + + 

nnآوريم   بدست مي،x=0كه، بعد از جايگذاري  ba nn داريم n=2,1,0...,لذا براي . = ba در . =

)حالت كلي، اگر  )
0

n
n

n
a x c

∞

=

) و∑− )
0

n
n

n
b x c

∞

=

cx دو سري تواني در ∑−  بوده و داراي −

cxحاصلجمع يكسان در يك همسايگي نقطه  در هماني ( باشند، آنگاه دو سري همانند هستند =

( ) ( )
0 0

nn
n n

n n
a x c b x c

∞ ∞

= =

− ≡ −∑ cxآيند،  گيري متوالي بدست مي هايي كه از مشتق  و آن∑ = 

)بنابراين ضرايب بسط به سري تواني ). قرار دهيد ) ( )∑
∞

=

−=
0n

n
n cxaxf  به صورت منحصر به

 . گردد  معين ميc، و نيز البته با انتخاب ثابت f، با تابع فرد
( )iiiشود كه سري تواني  جه مي از روي ملاك مقايسه فوراً نتي 

( ) ...
!

...
!3!2

1
!0

32

++++++== ∑
∞

=n

nn

n
xxxx

n
xxf 

 ،١٦بنابر قضيه .  همگراستxبه ازاي هر 

( ) ( )
1 1

1 1 0
,

! 1 ! !

n n n

n n n

nx x xf x
n n n

− −∞ ∞ ∞

= = =

′ = = =
−∑ ∑ ∑ 

)بنابراين حاصلجمع تابع . لذا سري مشتق دقيقاً همان سري اوليه است )xfy  در معادله =
 ديفرانسيل 

yy =′ 
1كند، در صورتي كه شرط اوليه  صدق مي

0
=

=xy 0، كه با قراردادن=x در سري بسط ( )xf 
 داريم . آيد، بر قرار باشد بدست مي

dy dy dyy dx dx
dx y y

= ⇔ = ⇔ = ⇒∫ ∫ 

( )1 1
1ln x c Cxy x c y e ce c e+= + ⇒ = = = 

1cبا استفاده از شرط اوليه،  xey و بنابراين =  در نتيجه.  جواب مورد نظر است=

(11)   ,...
!

...
!2

1
!0

2

+++++== ∑
∞

= n
xxx

n
xe

n

n

n
x 
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)و بسط تابع  ) xexf  . ايم  را پيدا كردهx=0 به سري تواني در =
( )iv ٢٩از مثال ( )iدانيم كه   مي 

.(13)         21 1 ... ... (| | 1)
1

nx x x x
x

= + + + + + <
−

 
 آوريم  گيري جمله به جمله از اين سري بدست مي  براي مشتق١٦با استفاده از قضيه 

(13 )′    
( )

( )1......321
1

1 12
2 <+++++=

−
− xnxxx

x
n 

كه بسط تابع 
( )21

1
x−

 . باشد  ميx=0 به سري تواني در 

) :٣٢مثال  )iگيري جمله به جمله از سري هندسي همگراي   با انتگرال 

(14)    ( ) ( ) ( )1
1

1
1

1...1
0

32 <
+

=
−−

=+−+−=−∑
∞

=

x
xx

xxxx
n

n 

 آوريم  بدست مي

.∫ +
=+−+−

x

t
dtxxxx

0

432

1
...

432
 

 x>1 اما به دليل آنكه
 

( )
0

ln 1 ,
1

x dt x
t

= +
+∫ 

 و بنابراين 

  (15)      ( ) ( ) ( )
2 3 4

1

1
ln 1 1 ... 1

2 3 4

n
n

n

x x x xx x x
n

∞
−

=

+ = − = − + − + <∑ 

)كه بسط تابع  )x+1ln 0 به سري تواني در=xاست  . 
( )ii با تغييرx 2 بهx آوريم كه   بدست مي(14) در بسط 

    ( ) ( )2 2 4 6
2

0

11 ... 1 .
1

n

n
x x x x x

x

∞

=

− = − + − + = <
+∑ 

 دهد كه  گيري جمله به جمله از اين سري تواني نتيجه مي انتگرال

.
3 5 7

20
...

3 5 7 1
xx x x dtx

t
− + − + =

+∫ 
 اما 

20
,

1
x dt arc tgx

t
=

+∫ 
arcلذا بسط تابع  tgx 0 به سري تواني در=x عبارت است از  

(16)       .( ) ( )
2 1 3 5

0
1 ... 1

2 1 3 5

n
n

n

x x xarc tgx x x
n

+∞

=

= − = − + − <
+∑ 
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  عددي حقيقي دلخواهي باشد، آنگاه m اگر ):اي سري دو جمله (١٨قضيه 

(17)                  ( ) ( )( ) ( ) ,
!

1...2111
1

n

n

m x
n

nmmmmx ∑
∞

=

+−−−
+=+ 

 . كنند  صدق ميx>1 كه در شرط xبه ازاي تمام مقادير 

)اي عبارت  ايم كه قضيه دو جمله  در جبر مقدماتي آموخته.اثبات )mba  را به صورت +
 :  عدد صحيح و مثبتي استmكند، كه در آن   بيان مي,abهاي  حاصلجمعي از توان

( ) ( ) ...
!2

1 221 +
−

++=+ −− bammbmaaba mmmm 

.( ) ( ) mkkm bba
k

kmmm
++

+−−
+ − ...

!
1...1 

xb و a=1اكنون  )اي را براي عبارت   گرفته و قضيه دو جمله= )mx+1بريم كه در آن   بكار مي
mآوريم سري تواني زير را بدست مي. باشد  عددي صحيح و مثبت نمي : 

(18)                                    ( ) ( )( ) ...
!3

21
!2

11 32 +
−−

+
−

++ xmmmxmmmx 

.( )( ) ( ) ...
!

1...21
+

+−−−
+ nx

n
nmmmm 

 ملاك خارج (18)ري براي يافتن شعاع همگرايي س. شود  ناميده مياي سري دو جملهاين عبارت 
 آوريم  قسمت را بكار برده و بدست مي

1lim n
n

n

u
u

+

→∞
 

.
( ) ( )( )

( )
( ) ( )

11 ... 1
1 !

lim lim
1 ... 1 1

!

n

n nn

m m m n m n
x

n m n x x
m m m n nx

n

+

→∞ →∞

− − + −
+ −

= = =
− − + +

 

 m به ازاي هر عدد حقيقي (18)كنيم كه سري  اكنون ثابت مي. x>1لذا سري همگراست هرگاه 
)حاصلجمع تابع  )mx+1 است هرگاه x در بازه باز (  فرض كنيم .  باشد−1,1(

(19)       .( ) ( ) ( ) ( )1
!

1...11
1

<
+−−

+= ∑
∞

=

xx
n

nmmmxf n

n
 

)خواهيم نشان دهيم  مي ) ( )mxxf +=  ، داريم ١٦بنابر قضيه . x>1 كه در آن 1
 

(20)      .( ) ( ) ( )
( ) ( )1

!1
1...1 1

1
<

−
+−−

=′ −
∞

=
∑ xx

n
nmmmxf n

n
 

 آوريم   بدست ميx در (20)با ضرب طرفين معادله 

(21)                   ( ) ( ) ( )
( )1

1 ... 1
.

1 !
n

n

m m m n
x f x x

n

∞

=

− − +
′ =

−∑ 
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  داريم (20)با بازنويسي طرف راست 

(22)                  ( ) ( ) ( )
( )

1

2

1 ... 1
1 !

n

n

m m m n
f x m x

n
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−

=

− − +
′ = +

−∑ 

دهيم، بدست  قرار مي را n+1 مقدار n اگر از حد پايين يك واحد كم كرده و بجاي (22)در 
 آوريم  مي

(23)       .( ) ( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

−

−
+−−

−+=′
1

1

!1
1...1

n

nx
n
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 آوريم  ضرب كنيم، بدست ميn صورت و مخرج را در (21)اگر در 

(24)                        ( ) ( ) ( )
1

1 ... 1
.

!
n

n

m m m n
x f x n x

n

∞

=

− − +
′ = ∑ 

ها را جمله به جمله  توانيم آن  همگراي مطلق هستند ميx>1 براي (24) و (23)هاي  چون سري
نمودن  جمع پس از.  همگراي مطلق خواهد بودx>1با هم جمع كنيم و سري بدست آمده براي 

 آوريم  بدست مي

.( ) ( ) ( ) ( )
1

1 ... 1
1 1

!
n

n

m m m n
x f x m x

n

∞

=

− − + 
′+ = + 

 
∑ 

) عبارت داخل كروشه همان (19)چون بنابر  )xf است، داريم  
( ) ( ) ( )xmfxfx =′+1 

 يا معادل با آن 

.( )
( ) x

m
xf
xf

+
=

′
1

 

)طرف چپ معادله بالا  )( )xf
dx
d lnتوانيم بنويسيم   است، لذا مي 

.( )( )
x

mxf
dx
d

+
=

1
ln 

 دانيم كه  با وجود اين، مي

.( )( )
x

mx
dx
d m

+
=+

1
1ln 

)به دليل آنكه  )xfln و ( )mx+1lnها در يك عدد ثابت   داراي مشتق يكسان هستند، اختلاف آن
 بنابراين،. است

( ) ( ) .1lnln Cxxf m ++= 
)بينيم كه   مي(19)از روي  ) 10 =f 0، بنابراين=Cآوريم   و بدست مي 

.( ) ( )mxxf += 1 
 .بدين ترتيب قضيه ثابت شده است
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٥٦ 

): ٣٣مثال  )i تابع ( )
x

xf
+

=
1
 . بيان نمائيدx را به صورت سري تواني در 1

( )ii از نتيجه ( )iاي براي   سري دو جمله( ) 2
1

21
−

− x را بدست آورده و با استفاده از آن بسط تابع 
xarcsinبه سري تواني را پيدا كنيد . 

) .حل )i 1، وقتي ١٨ از روي قضيه<x داريم ، 
 

( ) 322
1

!3

2
2
11

2
1

2
1

!2

1
2
1

2
1

2
111 xxxx







 −−






 −−






−

+






 −−






−

+−=+ − 

1 3 5 1... 1
2 2 2 2.... ...

!
n

n
x

n

     − − − − − +     
     + + + 

2 3
2 3

1 1.3 1.3.51 ...
2 2 .2! 2 .3!

x x x= − + − + 

.( ) ( )1.3.5... 2 1
1 ...

2 !
n n

n

n
x

n
−

+ − + 

( )ii 2با جايگذاريx− بجاي xي  در سري تواني برا( ) 2
1

1 −+ x 1، به ازاي<xآوريم  بدست مي 

( ) ...
!3.2
5.3.1

!2.2
3.1

2
111 6

3
4

2
22

1
2 ++++=−

− xxxx 

.( ) 21.3.5... 2 1
...

2 !
n

n

n
x

n
−

+ + 

 آوريم  ، جمله به جمله انتگرال گرفته و بدست مي١٧بنابر قضيه 

...
7

.
!3.2
5.3.1

5
.

!22
3.1

2
.

2
1

1

7

3

5

2

3

0 2
++++=

−∫
xxxx

t
dtx 

( ) 2 11.3.5... 2 1
. ...

2 ! 2 1

n

n

n x
n n

+−
+ +

+
 

 و بنابراين
( ) ( )

2 1

1
1

1.3.5... 2 1
sin . 1 .

2 ! 2

n

n n
n

n xarc x x x
n

+∞

+
=

−
= + <∑ 

 

 هاي تيلور و ماكلورن   سري٨.   ٨ 
) داراي مشتقات متوالي متناهي تا مرتبه fبنابرفرمول تيلور، اگر تابع  )1+nام در هر نقطه از بازه 

 ،I در xه ازاي هر  باشد، آنگاه بa شامل نقطه Iي مانند باز
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٥٧ 

(1)( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )21 1... ,
2! !

nn
nf x f a f a x a f a x a f a x a R x

n
′ ′′= + − + − + + − + 

)كه در آن باقيمانده  )xRn با  

)t بين ax, (( )
( ) ( )

( ) ( )
1

1

1 !

n
n

n
f t

R x x a
n

+
+= −

+
 

 داراي مشتق از fپذير باشد، بنابراين   مشتقI بينهايت باربر fكنيم فرض . داده شده است
اين مطلب .  برقرار استn براي مقادير بزرگ دلخواه (1)در اين صورت .  استIتمامي مراتب بر 

  نامتناهي  سریاي براي بررسي انگيزه

                    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0
...

! 2!

n
n

n

f a f a
x a f a f a x a x a

n

∞

=

′′
′− = + − + − +∑ 

(2)                                                                .
( ) ( ) ( ) ...

!

n
nf a

x a
n

+ − + 

ax، كه يك سري تواني در متغير (2)سري . گردد مي  در fتابع ) بسط(سري تيلور  است، −
x a=شود، بدون توجه به اين مطلب كه آيا سري به تابع   ناميده ميfاين . همگرا هست يا نه

همگرا f به تابع fشود كه سري تيلور  هايي ديده مي ر عمل حالتويژگي لازم است، زيرا د
 fبه تابع  حقيقتاً fبهرحال، تنها وضعيت جالب كاربردي موقعي است كه سري . باشد نمي

 .»باشد حاصلجمع سري تيلور خودش ميf« كه گوييم همگراست، و در اين صورت مي
 حاصلجمع سري تيلور خودش هست يا نه بستگي به رفتار fممكن است تصور شود اين مطلب كه 

)باقيمانده  )xRn دهد حت اين تصور را نشان ميقضيه زير ص.  دارد(1) در فرمول تيلور. 
 

 (2) سري تيلور ):محك همگرايي براي يك سري تيلور (١٩قضيه 
 ، I در x است اگر و فقط اگر به ازاي هر Iاي مانند   بر بازهfهمگرا به تابع 

(3).             ( ) 0lim =
∞→

xRnn
 

  خواهد شد (1) فرمول .اثبات
( ) ( ) ( )xRxPxf nn += 

 كه در آن 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0,1,2,... ,
!

kn
k

n
k

f a
P x x a n

k=

= − =∑ 

. باشند مي(2)هاي جزئي سري تيلور ها حاصلجمع اي اي تيلور است و اين چند جمله چند جمله
) ) Iدر  x ( و فقط اگر اگر استf همگرا به (2)بنابراين  ) ( )lim nn

f x P x
→∞

  ، يا معادل با آن=
)x در I ( ( ) ( ) ( )[ ] ( )xRxPxfxf nnnn ∞→∞→

==−= lim0lim 

 . و بدين ترتيب اثبات تمام است
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٥٨ 

 توانيم بنويسيم  برقرار باشد، مي(3)بنابراين اگر شرط 

(4) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ...

!
...

!2
2 +−++−

′′
+−′+= n

n

ax
n

afaxafaxafafxf 
براي . ت واقعاً به تابع طرف چپ همگراستبا اطمينان كامل به اين مطلب كه سري تواني طرف راس

0=a به (4) سري تيلور  

(5)                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,...
!
0...

!2
000 2 +++

′′
+′+= n

n

x
n

fxfxffxf 

 . شود  ناميده ميرنسري ماكلو اغلب (5)سري تيلور به شكل خاص . يابد تقليل مي

) فرض كنيم :٣٤مثال  )∑
∞

=

−
0n

n
n axc يك سري تواني با بازة همگرايي I و حاصلجمع f 

)نشان دهيد كه . باشد )∑
∞

=

−
0n

n
n axc سري تيلور تابع f در ax بنابراين سري تيلور تابع .  است=

 . باشد حاصلجمع يك سري تواني دقيقاً خود سري تواني مي

 توانيم از سري تواني  ، مي١٦ بنابر قضيه .حل

)x در I ( ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2 ... ...n

nf x c c x a c x a c x a= + − + − + + − + 
nدهد دست مياين ب. الي مشتق بگيريمو بار مت 

)x در I ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2

2 !
! 1 ! ...

2!
n

n n n
n

f x n c n c x a c x a+ +

+
= + + − + − + 

ax بعد از قرارادادن ،كه از آن  گيريم   نتيجه مي،=
( ) ( ) ( ). 0 ,1,2,...

!

n

n
f a

c n
n

= = 
)توجه كنيد كه ( ) ff 0!1 و 0=   صورت اما در اين) =

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0
,

!

n
n n

n
n n

f a
f x c x a x a

n

∞ ∞

= =

= − = −∑ ∑ 

)يعني،  )
0

n
n

n
c x a

∞

=

ax در f سري تيلور تابع ∑− طبيعتاً، اين سري تيلور در هر نقطه از .  است=

I به تابع fهمگراست . 
 

): ٣٥مثال  )i بسط تابع xeرا به سري ماكلورن پيدا كنيد . 
( )ii بسط تابعxsinرا به سري ماكلورن پيدا كنيد  . 

( )iii بسط تابع cos xرا به سري ماكلورن پيدا كنيد . 

( )iv بسط تابع ( ) xxf sin= را در 
4
π

=xبه سري تيلور پيدا كنيد  . 
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٥٩ 

) .حل )i اگر ( ) xexf  n=2,1,0...,، آنگاه براي هر =
( ) ( ) ( ) ( ), 0 1n nxf x e f= = 

  خواهد شد(5)و سري ماكلورن 

(6)        ...,
!

...
!2

1
2

+++++=
n
xxxe

n
x 

 براي اثبات اين مطلب، باقيماندة.  باشدxeبه شرط آنكه سري طرف راست واقعاً همگرا به 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
1 1,

1 ! 1 !

n t
n n

n
f t eR x x x
n n

+
+ += =

+ +
 

 x وn به هر دوي tتوجه داشته باشيد كه ( قرار دارد x و0 بين tكنيم كه در آن  را بررسي مي
 ، n مفروض،  بديهي است كه به ازاي هر xبراي هر ). بستگي دارد

(7)          ( ) ( )
1

0
1 !

n

n
xR x M
n

+

≤ ≤
+

 

] در بازه te ماكزيمم Mكه در آن  ]x,0 0 است هرگاه>x يا ماكزيمم ،te در [ ]0,x است هرگاه 
0<x ،يعني ، 

, 0
1 , 0.

xe xM
x

 >
= 

<
 

 ،xبه علاوه، به ازاء هر مقدار مشخص 

(8)                      
( )

1

lim 0
1 !

n

n

x
n

+

→∞
=

+
 

زيرا سري تواني با جمله عمومي 
!n

xn

لذا، با حد . ، بنابر ملاك خارج قسمت، همگراي مطلق است
)آوريم كه  ، بدست ميn→∞ وقتي (7) گرفتن در ) 0→xRn يا معادل با آن ،  

( ) 0lim =
∞→

xRnn
 

)توجه كنيد كه براي هر  ( درست استxو اين براي هر  ) nRn ,00  بر (6)بنابراين سري ). =
)سرتاسر بازه  )∞∞−  .  استxe همگرا به ,

( )ii اگر ( ) xxf sin= آنگاه ، 
                  ( ) ( )sin , 0 0,f x x f= = 

                ( ) ( )sin , 0 1,
2

f x cos x x fπ ′ ′= = + = 
 

 

                  ( ) ( )2sin sin , 0 0
2

f x x x fπ ′′ ′′= − = + = 
 

 

               ( ) ( )3sin , 0 1,
2

f x cos x x fπ ′′′ ′′′= − = + = − 
 

 

........................................................................................................................................................................... 
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 ١و دیفرانسیل و انتگرالحساب 
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٦٠ 

      ( ) ( ) ( ) ( )sin , 0 sin ,
2 2

n nn nf x x fπ π = + = 
 

 

             ( ) ( ) ( ) ,
2
1sin1 






 +

+=+ πnxxf n 

  خواهد شد(5)و 

(9).            ...
!7!5!3

sin
753

+−+−=
xxxxx 

 اكنون باقيمانده به صورت 

( ) ( )
( )1 1

sin ( )
1 ! 2

n

n
nxR x t

n
π+ +

= +
+

 

 tچون براي ).  دلخواه ولي مقدار مشخصي استxدر اينجا ( قرار دارد x,0 بين tاست كه در آن 
  دلخواه nو

( )1
sin ( ) 1,

2
n

t
π+

+ ≤ 

 داريم 

( )
1

0 ( ) ,
1 !

n

n
xR x
n

+

≤ ≤
+

 

 (8)و بنابراين، با توجه به 
.( ) 0lim =

∞→
xRnn

 
) در سرتاسر بازة xsin سري ماكلورن تابع (9)لذا  )∞∞−  به صورت توان  را مي(9)سري .  است,

 :تر زير نوشت فشرده

( ) ( )
2 1

0
sin 1 .

2 1 !

n
n

n

xx
n

+∞

=

= −
+∑ 

( )iiiتوانيم استدلالي مشابه  مي( )ii از ١٦ ارائه دهيم، اما بسيار آسانتر است كه به كمك قضيه ،
 دهد كه  نتيجه مياين فوراً .  جمله به جمله مشتق بگيريمxsinسري ماكلورن براي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2

0 0
sin 1 1 ,

2 1 ! 2 !

n n
n n

n n

d d x xcos x x
dx dx n n

+∞ ∞

= =

 
= = − = −  + 

∑ ∑ 

 يعني، 

.
2 4 6

1 ....
2! 4! 6!
x x xcos x = − + − + 

( )iv اين دفعه داريم  

2
1

4
sin

4
==






 ππf ( ) xxf sin= 

2
1

4
3sin

4
==






′ ππf ( ) sin ,

2
f x cos x x π ′ = = + 
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 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 سری های نا متناهی :٨فصل 

 ٦١ 

5 1sin
4 4 2

f π π ′′ = = − 
 

 ( ) ,
2

2sinsin 





 +=−=′′ πxxxf 

7 1sin
4 4 2

f π π ′′′ = = − 
 

 ( ) 3sin ,
2

f x cos x x π ′′′ = − = + 
 

 

.................................................................................................................................................................................... 
( ) 






 +=








42
sin

4
πππ nf n ( ) ( ) ,

2
sin 






 +=

πnxxf n 

 ( ) ( ) ( ) ,
2
1sin1 






 +

+=+ πnxxf n 

  خواهد شد (4)و 

,...
4!3

1
4!2

1
4

1
2

1sin
32












+






 −−






 −−






 −+=

πππ xxxx 

 تر  يا به شكل فشرده

(10)                              ( ) 2

0

11sin ,
! 42

n
n

n
x x

n
π

 
 ∞  

=

−  = − 
 

∑ 

كه در آن 




2
n جزء صحيح 

2
nهمان تحليلي كه براي باقيمانده در .  است( )i بكار برده شده نشان 

  ،xدهد كه به ازاي هر  مي
.( )lim 0nn

R x
→∞

= 
)ر سرتاسر بازة  دxsin سري تيلور همگرا به (10)بنابراين  )∞∞−  . باشد  مي,

 

  با ضابطةf فرض كنيم تابع :٣٦مثال 

( )






=
≠=

−

0,0
0,2

1

x
xexf x 

 x را پيدا كرده و نشان دهيد كه به ازاي تمام مقادير fسري ماكلورن براي . تعريف شده باشد
) داراي حاصلجمع x=0همگراست ولي تنها وقتي  )xfاست  . 

) براي يافتن .حل )0f  داريم . كنيم  از تعريف مشتق استفاده مي′

.( )
2

2

10

1

0

1

lim
0
0lim0

x
x

x

x
e

x
x

ef
→

−

→
=

−
−

=′ 

2چون 
1

0 0

1lim , limx
x x

e
x→ →

= +∞ =  آوريم   مي، دستور هوپيتال را بكار برده و بدست∞
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 ٦٢ 

.( ) 0
2

lim
2

1

lim0
22

10

3

1

2

0
==







 −

−

=′
→→

x
x

x
x

e

x

x
e

xf 

 0مقدار  ،تابع مشتق  از با روشي مشابه، استفاده از تعريف مشتق و دستور هوپيتال، براي هر مرتبه
)، nبنابراين، به ازاي هر . آوريم را بدست مي ) ( ) 00 =nf .اي تابع مفروض لذا سري ماكلورن بر

 عبارت است از 
....0...000 +++++ 

)، داريم x≠0 است، اما اگر 0 همگرا به xاين سري براي هر مقدار  ) 02
1

≠= xexf. 
 

 های  براي يافتن سري(5) يا(4)  بايستي تذكر داده شود كه استفاده مستقيم از فرمول:تبصره
بنابراين . شود تيلور يا ماكلورن يك تابع مفروض اغلب به محاسباتي دشوار و غير عملي منجر مي

هائي باشيم كه يك سري تيلور جديد را با استفاده از سري تيلوري كه  بايد همواره در جستجوي راه
 .برای ما شناخته شده است بيان نمايدلاً قب

محاسبه ،  xex4، بجاي يافتن مستقيم مشتقات xex4به عنوان مثال، براي يافتن سري ماكلورن 
، كافي است سري ماكلورن شناخته (5)ل و و جايگذاري مقادير بدست آمده در فرمx=0آنها در 

 دهد   ضرب كنيم، كه فوراً نتيجه مي4x را در xeشده براي 









+++++= ...

!
...

!2
1

2
44

n
xxxxex

n
x 

.
6 4

4 5 ... ....
2! !

nx xx x
n

+

= + + + + + 
ax در xeبه طريق مشابه، براي يافتن سري تيلور  axaxتوانيم بنويسيم   مي= eee −=  و سپس .

ax از x را بكار بريم كه در آن بجاي (5)فرمول   در اين صورت داريم.  استفاده شده است−
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x در fاگر سري تيلور تابع  a= همگرا به f باشد، آنگاه اين دقيقا همان چيزی است که قبلا 
ax به سري تواني در fبسط تابع  اين يك نتيجه آني از خاصيت يكتايي سري . شد  ناميده مي=

هاي  بنابراين دريافتن سري تيلور، تمامي روش.  مورد بررسي قرار گرفت٣٤ در مثال تواني است كه
ها، اغلب اين  به كمك آن. ها استفاده نماييم توانيم از آن  هنوز در اختيار ما هستند و مي ٧ . ٨بخش 

ن نياز به محاسبه مشتقات بدو ، را غير مستقيمfامكان وجود دارد كه سري تيلور يك تابع مفروض 
f يا بررسي باقيمانده ( )xRnپيدا نمائيم ،. 
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